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TH ´EORIE ERGODIQUE DES FRACTIONS RATIONNELLES SUR UN
CORPS ULTRAM ´ETRIQUE
CHARLES FAVRE† AND JUAN RIVERA-LETELIER‡
RE´SUME´. On donne les premiers e´le´ments pour l’e´tude des proprie´te´s ergodiques d’une
fraction rationnelle a` coefficients dans un corps alge´briquement clos et complet pour
une norme non archime´dienne. En particulier, pour une telle fraction rationnelle R on
montre l’existence d’une mesure naturelle ρR repre´sentant la distribution asymptotique
des pre´images ite´re´es de chaque point non exceptionnel de R. On montre que cette me-
sure est (exponentiellement) me´langeante, et qu’elle satisfait au the´ore`me limite central.
De plus, on donne une estimation de l’entropie me´trique de cette mesure, et de l’entro-
pie topologique deR, qui permettent de caracte´riser les fractions rationnelles d’entropie
topologique nulle.
ABSTRACT. We make the first steps towards an understanding of the ergodic properties
of a rational map defined over a complete algebraically closed non-archimedean field.
For such a rational map R, we construct a natural invariant probability measure ρR
which reprensents the asymptotic distribution of preimages of non-exceptional point.
We show that this measure is exponentially mixing, and satisfies the central limit theo-
rem. We prove some general bounds on the metric entropy of ρR, and on the topological
entropy of R. We finally prove that rational maps with vanishing topological entropy
have potential good reduction.
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2 CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER
1. INTRODUCTION
Cet article est de´die´ a` l’e´tude des proprie´te´s ergodiques d’une fraction rationnelle a`
coefficients dans un corps K alge´briquement clos et complet par rapport a` une norme
ultrame´trique | · |. Plus pre´cisement, on e´tudie l’action d’une telle fraction rationnelle
sur l’espace analytique de Berkovich P1K , associe´ a` la droite projective P1K . Cet article
pre´cise et comple`te la note [FR1].
La dynamique des fractions rationnelles a` coefficients dans un corps ultrame´trique
apparaıˆt naturellement dans plusieurs contextes. Un travail re´cent de Kiwi [K] relie l’es-
pace des modules des polynoˆmes cubiques complexes a` la dynamique de certaines frac-
tions rationnelles sur le corps ultrame´trique des se´ries de Puiseux. Une deuxie`me source
d’exemples provient de questions arithme´tiques. `A une fraction rationnelle R a` coeffi-
cients alge´briques sur Q est associe´e une fonction re´elle sur une cloˆture alge´brique Q
de Q, appele´e hauteur dynamique. On montre que cette hauteur est comple`tement de´ter-
mine´e par la dynamique de R en chacune des comple´tions de Q, y compris les com-
ple´tions p-adiques de ce corps, pour chaque nombre premier p. On est donc naturelle-
ment amene´ a` regarder l’action de R sur ces corps non archime´diens. Nous renvoyons
a` [Ben, BH, BR1, CL, CLT, FR2, ST] pour une analyse de ces hauteurs s’appuyant sur
la dynamique des fractions rationnelles a` coefficients dans un corps ultrame´trique. On
pourra consulter le livre re´cent de Silverman [Sil2] pour d’autres exemples et re´fe´rences.
Dans cet article, on s’inte´resse principalement aux proprie´te´s ergodiques d’une frac-
tion rationnelle agissant sur l’espace analytique de Berkovich P1K associe´ a` P1K , voir
[Ber1], ou [BR2, E, R6] pour une approche e´le´mentaire. Dans le cas complexe l’entro-
pie topologique est e´gale au logarithme du degre´ de la fraction rationnelle, et il existe
une unique mesure d’entropie maximale [Gr, Lj, Man]. De plus cette mesure posse`de
des proprie´te´s remarquables d’e´quidistribution : elle de´crit la distribution asymptotique
des pre´images ite´re´es d’un point non exceptionnel, ainsi que la distribution asymptotique
des points pe´riodiques [Br, To, FLM, Lj]. Le de´veloppement re´cent d’une the´orie du po-
tentiel dans un cadre non archime´dien [BR2, FJ, Th], analogue a` la the´orie du potentiel
complexe, a permis la construction d’une mesure analogue lorsque le corps de base est
ultrame´trique. Notre but est ici de de´crire les proprie´te´s ge´ne´rales de cette mesure, et
d’en tirer quelques conclusions sur l’entropie topologique des fractions rationnelles en
question.
1.1. Dynamique sur la droite projective de Berkovich. Dans toute la suite, (K, | · |)
de´signe un corps me´trise´ non archime´dien, que l’on suppose complet et alge´briquement
clos. Pour la plupart des re´sultats, nous ne ferons aucune hypothe`se sur la caracte´ristique
de K , ni sur la caracte´ristique re´siduelle de K .
L’espace projectif standard P1K muni de la me´trique sphe´rique est tout a` la fois tota-
lement discontinu et non localement compact. Ces deux faits cumule´s rendent de´licate
toute the´orie de la mesure, et plus ge´ne´ralement toute analyse sur P1K . C’est pour cette
raison qu’il est plus naturel de conside´rer l’action des fractions rationnelles sur la droite
projective de Berkovich P1K . Cet espace peut eˆtre construit de plusieurs manie`res dif-
fe´rentes. Il s’identifie par exemple a` l’arbre re´el obtenu par comple´tion de l’espace des
boules de K , par rapport a` une me´trique ade´quate. On a un plongement naturel de P1K
dans P1K , associant a` z ∈ P1K la boule de centre z et de rayon nul. On notera HK le
comple´mentaire de P1K dans P1K . L’espace P1K posse`de deux topologies naturelles : une
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Un ouvert pour la topologie
compacte : le bord est fini
et constitue´ de deux pts.
Une boule ouverte pour la me´trique
infini.
sphe´rique. Le bord est de cardinal
FIG. 1. Deux topologies sur un arbre
me´trisable provenant de la me´trique sphe´rique, qui n’est pas localement compacte, et
une autre plus grossie`re et compacte, qui n’est pas me´trisable en ge´ne´ral, voir Figure 1.
Cette dernie`re topologie est adapte´e pour la the´orie de la mesure.
L’action d’une fraction rationnelle R sur P1K s’e´tend de fac¸on naturelle en une action
continue sur P1K . En particulier, a` chaque point S de P1K on peut associer de fac¸on
naturelle un degre´ local degR(S), qui coı¨ncide avec le degre´ local usuel lorsque S ∈
P1K . De fac¸on analogue au cas complexe, lorsque R est de degre´ au moins deux on
de´compose P1K en deux ensembles disjoints et totalement invariants : l’ensemble de
Fatou FR, et l’ensemble de Julia JR. Le premier est l’ouvert des points ou` la dynamique
est « re´gulie`re » ; le second est un compact sur lequel la dynamique est « chaotique »,
voir [R2, R7].
1.2. La mesure d’e´quilibre et ses proprie´te´s d’e´quidistribution. Pour chaque S ∈
P
1
K on note [S] la masse de Dirac en S . Chaque fraction rationnelle R induit une action
continue R∗ sur les mesures bore´liennes et positives, telle que pour chaque S ∈ P1K ,
on ait
R∗[S] =
∑
S′∈R−1(S)
degR(S ′)[S ′] .
Voir §2.2 pour plus de pre´cisions.
Rappelons qu’un point z ∈ P1K est exceptionnel pourR si l’ensemble de ses pre´images
ite´re´es est fini. Une fraction rationnelle admet au plus deux points exceptionnels, sauf
dans le cas ou` la caracte´ristique de K est strictement positive et R est conjugue´e a` un
ite´re´ de l’automorphisme de Frobenius. Dans ce dernier cas l’ensemble exceptionnel est
infini de´nombrable.
The´ore`me A. Soit R une fraction rationnelle a` coefficients dans K et de degre´ au
moins 2. Alors il existe une mesure de probabilite´ ρR de´finie sur P1K , telle que pour
toute mesure de probabilite´ ρ de´finie sur P1K , on ait convergence
lim
n→+∞
deg(R)−nRn∗ρ = ρR , (1.1)
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si et seulement si ρ ne charge pas l’ensemble exceptionnel de R. En particulier la me-
sure ρR est caracte´rise´e comme l’unique mesure de probabilite´ ρ ne chargeant pas l’en-
semble exceptionnel et telle que R∗ρ = deg(R)ρ.
De plus, la mesure ρR est me´langeante, ne charge aucun point de P1K , et son support
topologique est e´gal a` l’ensemble de Julia de R.
On appellera ρR la mesure d’e´quilibre de R. Nous donnerons une version quantitative
du fait que ρR ne charge pas les points de P1K en estimant la masse des boules en fonction
de leur diame`tre, voir la Proposition 3.3. Par contre, cette mesure peut charger un point
de HK = P1K \ P1K , voir le The´ore`me E ci-dessous.
On montrera que la mesure d’e´quilibre est exponentiellement me´langeante et satisfait
au the´ore`me limite central par rapport aux observables de classe C1, voir les Propo-
sitions 3.5 et 3.6 du §3.3. Dans le cas complexe le me´lange exponentiel a e´te´ montre´
dans [FS1, FS2, H], et le the´ore`me limite central dans [DPU]. On utilise ici les me´thodes
de la the´orie du potentiel de´veloppe´es dans [CLB, DS3, FS1, FS2].
Lorsque la mesure ρ = [S] est la masse de Dirac situe´e en un point non exceptionnel S
dans P1K , pour tout entier positif n on a,
Rn∗[S] =
∑
S′∈R−n(S)
degRn(S ′)[S ′] .
Le The´ore`me A montre alors que la mesure ρR de´crit la distribution asymptotique des
pre´images ite´re´es de tout point non exceptionnel. Dans le cas arithme´tique cette pro-
prie´te´ est une conse´quence de l’e´quidistribution des points de petite hauteur montre´e
dans [BR1, CL, FR3], et on a de plus des estimations quantitatives de la convergence [FR3].
La proprie´te´ analogue dans le cas complexe a e´te´ montre´e dans [Br, FLM, Lj].
Dans le cas complexe la mesure d’e´quilibre de´crit la distribution asymptotique de
suites plus ge´ne´rales de points, voir [Lj] et aussi [To]. Lorsque le corps de base K est de
caracte´ristique nulle, nous obtenons l’analogue non archime´dien.
The´ore`me B. Supposons que la carate´ristique du corps K soit nulle, et soit R une
fraction rationnelle a` coefficients dans K de degre´ au moins 2. Pour toute fraction ra-
tionnelle non constante S ∈ K(z) et pour tout entier n ≥ 0 tel que Rn 6= S, notons
[Rn = S] la mesure supporte´e sur l’ensemble fini {z ∈ P1K , Rn(z) = S(z)}, et dont la
masse en z est e´gal a` la multiplicite´ de z comme solution de Rn = S. Alors, on a
lim
n→+∞
deg(R)−n[Rn = S] = ρR . (1.2)
Lorsque S(z) = z la mesure [Rn = S] est supporte´e sur les points pe´riodiques de
pe´riode n dans P1K , chargeant chaque point selon sa multiplicite´ comme point pe´riodique.
Le The´ore`me B montre alors que la mesure ρR de´crit la distribution asymptotique des
points pe´riodiques dans P1K . Lorsque le corps de base est de caracte´ristique p > 0, cette
dernie`re proprie´te´ n’est pas ve´rifie´e en ge´ne´ral. Par exemple, si l’on pose P0(z) = z+zp,
alors pour tout entier positif n on a P p
n
0 (z) = z + z
pp
n
, d’ou` [Pn0 = S] = pp
n
[0] + [∞]
et p−p
n
[P p
n
0 = S] → [0] lorsque n → +∞. Or la mesure ρP0 ne charge pas 0 par
le The´ore`me A. Il serait inte´ressant de de´crire toutes les fractions rationnelles R et S
pour lesquelles deg(R)−n[Rn = S] ne converge pas vers la mesure d’e´quilibre lorsque
n→ +∞.
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Notons que pour S(z) = z seuls les points pe´riodiques dans P1K interviennent dans (1.2).
En re´alite´, l’e´quation (1.2) ne peut eˆtre valide si l’on prend en compte tous les points
pe´riodiques de R dans P1K , car en ge´ne´ral R en admet une infinite´ non de´nombrable
(c’est le cas si K est de caracte´ristique mixte et R admet un point pe´riodique indiffe´rent,
voir [R3, Proposition 5.8]). On peut cependant formuler la question suivante.
Question 1. Les points pe´riodiques re´pulsifs sont-ils e´quidistribue´s asymptotiquement
par rapport a` la mesure d’e´quilibre ?
Enfin dans le cas ou` R est de´finie sur un corps de nombres, Szpiro-Tucker [ST] ont
de´montre´ une version plus forte de (1.2) qui permet entre autres d’estimer l’exposant de
Lyapunov de R par rapport a` la mesure ρR :
deg(R)−n
∑
z∈P1K , R
n(z)=z
log |R′|(z)→
∫
log |R′| dρR .
1.3. Entropie. Pour e´tudier l’entropie topologique nous introduisons le nombre
degtop(R) := max{#(R−1(z)), z ∈ P1K} ,
qu’on appellera le degre´ topologique de R. Lorsque la caracte´ristique de K est nulle, cet
entier est e´gal a` deg(R). Lorsque la caracte´ristique deK est p > 1, alors on peut e´crireR
de fac¸on unique comme R(z) = Q(zq), ou` Q est une fraction rationnelle se´parable et
q ≥ 1 est une puissance de p. Dans ce cas on a degtop(R) = deg(Q). Dans tous les cas
deg(R)/degtop(R) est un entier, e´gal au degre´ local de R en chaque point de P1K , avec
un nombre fini d’exceptions.
Dans le cas complexe, l’entropie topologique d’une fraction rationnelle est e´gale au
logarithme de son degre´, et il existe une unique mesure d’entropie maximale [Gr, Lj,
Man]. La situation dans le cas non archime´dien est nettement plus complique´e. Par
exemple, pour chaque entier d ≥ 5 et chaque a ∈ K satisfaisant |a| ∈ (0, 1), la fraction
rationnelle
R0(z) =
zd−2
1 + (az)d
,
satisfait,
0 < hρR0 (R0) < htop (R0) = log 2 < log d = log degtop(R0) , (1.3)
ou` hρR0 (R0) est l’entropie me´trique de la mesure ρR0 , et htop (R0) est l’entropie topo-
logique de R0. Et ceci reste meˆme valable dans un voisinage ouvert de R0 dans l’espace
des fractions rationnelles de degre´ d, voir §5.2.
The´ore`me C. Soit R une fraction rationnelle a` coefficients dans K et de degre´ au moins
deux. Alors on a
htop (R) = htop (R|JR), et 0 ≤ hρR(R) ≤ htop (R) ≤ log degtop(R) . (1.4)
Nous donnerons aussi une estimation de l’entropie me´trique de la mesure d’e´quilibre
en termes de la fonction degre´ local. Pour cela on de´finit le degre´ moyen de R par
deg (R) := exp
[∫
P1K
log degR(S) dρR(S)
]
.
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The´ore`me D. On a
hρR(R) ≥ log
(
deg(R)
deg (R)
)
. (1.5)
Si de plus ρR ne charge pas HK , alors on a
hρR(R) = htop (R) = log degtop(R) > 0 .
On obtient l’estimation (1.5) comme une conse´quence de la formule de Rokhlin, et par
conse´quent l’e´galite´ est e´quivalente a` l’existence d’une partition ge´ne´ratrice d’entropie
finie associe´e a` R, voir [P, PU]. Dans la Section 5.3 nous de´crirons un exemple ou` R
n’est pas localement injective sur un sous-ensemble non de´nombrable de son ensemble
de Julia, ce qui rend extre`mement de´licat la construction d’une telle partition. Malgre´
cela, nous posons la question suivante.
Question 2. Pour toute fraction rationnelle, a-t’on e´galite´ dans (1.5) ?
On verra sur des exemples que les difficulte´s dans les calculs d’entropie sont toutes
lie´es au fait que la fraction rationnelle n’est pas se´parable ou posse`de une re´duction non
se´parable. Lorsque ces phe´nome`nes sont absents (par exemple lorsque la caracte´ristique
re´siduelle est nulle), il est possible de faire une analyse plus fine, de pre´ciser le The´ore`-
me C, et de re´pondre par l’affirmative a` la question pre´ce´dente. Cette e´tude sera de´taille´e
dans [FR3].
L’estimation (1.5) permet aussi de caracte´riser les fractions rationnelles d’entropie
topologique nulle. Rappelons qu’une fraction rationnelle R := P/Q avec P,Q ∈ K[z]
a bonne re´duction si les re´ductions P˜ , Q˜ de P et Q dans le corps re´siduel de K sont non
nulles, et si la fraction P˜ /Q˜ a meˆme degre´ que R.
The´ore`me E. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) htop (R) = 0 ;
(2) hρR(R) = 0 ;
(3) il existe une coordonne´e dans laquelle R a bonne re´duction ;
(4) la mesure ρR est la masse de Dirac situe´e en un point de H|K
∗|
K ;
(5) la mesure ρR charge un point de P1K .
L’ensemble H|K
∗|
K est de´fini au §2 et est constitue´ des points de branchements de
l’arbre re´el P1K .
Mentionnons tout de suite le re´sultat suivant que nous ge´ne´raliserons dans [FR3]. Une
fraction rationnelle est dite mode´re´e si le sous-ensemble {degR ≥ 2} de P1K est inclus
dans un arbre fini. Par exemple, lorsque la caracte´ristique re´siduelle de K est nulle, toute
fraction rationnelle est mode´re´e. Les The´ore`mes D et E, et le fait que pour un polynoˆme
mode´re´ l’intersection de l’ensemble de Julia avec {degR ≥ 2} est finie, impliquent le
re´sultat suivant.
Corollaire F. Soit P un polynoˆme mode´re´ qui ne soit pas conjugue´ a` un polynoˆme ayant
bonne re´duction. Alors hρR(R) = htop (R) = log degtop(R).
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1.4. Plan. Nous commenc¸ons en §2.1 par rappeler la de´finition de l’espace projectif au
sens de Berkovich et nous y de´crivons rapidement sa ge´ome´trie. Au §2.2, nous donnons
les proprie´te´s principales de l’action d’une fraction rationnelle sur cet espace, et au §2.3
nous rappelons les de´finitions des ensembles de Fatou et Julia, ainsi que certaines pro-
prie´te´s qui nous seront utiles par la suite. Nous indiquons alors comment construire une
the´orie du potentiel sur P1K adapte´e a` nos besoins (§2.4).
La Section 3 contient la construction de la mesure d’e´quilibre (§3.1), ainsi que la
preuve du The´ore`me A §3.2 et du The´ore`me B §3.4. Nous montrons aussi les proprie´te´s
de me´lange de la mesure d’e´quilibre (§3.3).
Nous attaquons les proble`mes d’entropie au §4. On commence par quelques ge´ne´rali-
te´s sur l’entropie topologique dans les espaces compacts non me´trisables §4.1, puis nous
donnons la preuve du The´ore`me C §4.2, et les preuves des The´ore`mes D et E et du
Corollaire F §4.3.
Nous concluons cet article en explicitant quatre exemples qui nous semblent ca-
racte´ristiques en §5.
1.5. Remerciements : nous tenons a` remercier les deux rapporteurs pour leur lecture
extre`mement de´taille´e du papier et leurs suggestions pour en ame´liorer la re´daction.
2. GE´NE´RALITE´S
Cette partie contient un certain nombre de re´sultats et de faits sur la ge´ome´trie de la
droite projective sur un corps norme´ non archime´dien, ainsi que sur les proprie´te´s de
base des fractions rationnelles.
Dans le reste de cet article on fixe un corps alge´briquement closK , muni d’une norme
non archime´dienne | · | pour laquelle il est complet. On note OK := {z ∈ K, |z| ≤ 1}
l’anneau des entiers de K , et mK := {z ∈ K, |z| < 1} son unique ide´al maximal. Le
corps re´siduel sera note´ K˜ := OK/mK , c’est un corps alge´briquement clos.
Rappelons qu’une semi-norme multiplicative sur un anneau commutatifRmuni d’une
unite´ est une fonction | · | : R → R+ telle que |1| = 1, |ab| = |a| · |b|, et |a + b| ≤
max{|a|, |b|} pour tout a, b ∈ R. Si {a, |a| = 0} est re´duit a` {0} alors | · | est une norme
non-archime´dienne sur R.
2.1. La droite projective au sens de Berkovich. Nous renvoyons a` [BR2, Ber1] pour
plus d’informations.
Soit A1K l’espace de toutes les semi-normes multiplicatives de´finies sur K[z], dont la
restriction a` K est e´gale a` | · |. On note de plus S∞ la fonction de´finie sur K[z], qui
est constante e´gale a` ∞ sur tous les polynoˆmes non constants de K , et telle que pour
chaque polynoˆme constant P ≡ a on ait S∞(P ) = |a|. On pose P1K = A1K ⊔ {S∞} et
on munit P1K de la topologie la moins fine telle que pour chaque P ∈ K[z] la fonction
S 7→ S(P ) soit continue. L’espace P1K est alors compact et se´quentiellement compact.
On l’appelle espace analytique de Berkovich associe´ a` P1K .
Chaque point z ∈ K induit une semi-norme, qu’on notera aussi par z, de´finie par
z(P ) = |P (z)|. On obtient ainsi un home´omorphisme de P1K = K ∪ {∞} sur son
image. Dans la suite, on identifiera P1K avec son image dans P1K .
`A chaque boule B = {|z − z0| ≤ r} de K correspond la semi-norme SB dans A1K ,
de´finie par SB(P ) = supB |P (z)|. Plus ge´ne´ralement, toute suite de´croissante {Bi}i≥0
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de boules de K induit une semi-norme P 7→ limi→∞ SBi(P ). Re´ciproquement, toute
semi-norme dans A1K est de cette forme et les points de P1K se rangent donc dans l’une
des quatre cate´gories suivantes (voir par exemple [Ber1, p.18]) :
i) les points de P1K ;
ii) les points rationnels, de la forme SB , avec B = {|z − a| ≤ r} et r ∈ |K∗| ;
iii) les points irrationnels, de la forme SB , avec B = {|z − a| ≤ r} et r 6∈ |K∗| ;
iv) les points singuliers, associe´s a` une suite de´croissante de boules de K dont l’in-
tersection est vide.
Notons que tous les points de type (ii), (iii) et (iv) sont des normes qui s’e´tendent a`K(z),
alors que la semi-norme | · |z0 associe´e a` un point z0 ∈ P1K ve´rifie |z − z0|z0 = 0. On
notera par HK l’ensemble P1K \ P1K , par H|K
∗|
K le sous-ensemble de HK des points ra-
tionnels de P1K , et par HoK le comple´mentaire dans HK de l’ensemble de ses points sin-
guliers. On appelle point canonique1 la norme associe´e a` la boule unite´ {z ∈ K, |z| ≤ 1}
et on le note Scan. Etant donne´ un point rationnel ou irrationnel S , on de´signe par BS la
boule de K correspondante. Elle coı¨ncide avec l’intersection avec K du comple´mentaire
dans A1K de la composante connexe non borne´e de A1K \ S . Lorsque z ∈ K on pose
Bz = {z}, et si z =∞, on note B∞ = K .
Chaque fraction rationnelle R ∈ K(z) agit sur P1K \ P1K . Un point S dans cet espace
est en effet une norme surK[z], et donc induit une norme sur le corps des fractions K(z).
On de´finit alors R(S) comme la norme ve´rifiant R(S)(P ) := S(P ◦ R). Cette action
s’e´tend continuˆment en une action de R sur P1K qui coı¨ncide avec l’action naturelle de
R sur P1K .
Structure d’arbre. C’est un fait fondamental que P1K posse`de une structure d’arbre re´el,
que nous allons maintenant de´crire brie`vement. Conside´rons l’ordre partiel ≤ de´fini sur
l’espace P1K par S ≤ S ′ si et seulement si pour tout P ∈ K[z] on a S(P ) ≤ S ′(P ).
Lorsque S et S ′ sont non singuliers, on a S ≤ S ′ si et seulement siBS ⊂ BS′ . On ve´rifie
que le point S∞ est l’unique e´le´ment maximal de P1K et que l’ensemble des e´le´ments
minimaux coı¨ncide avec l’union de K et des points singuliers.
´Etant donne´s S et S ′ dans P1K , on de´finit S ∨ S ′ ∈ P1K par
(S ∨ S ′)(P ) = inf{Ŝ(P ), Ŝ ∈ P1K , S ≤ Ŝ, S ′ ≤ Ŝ}.
On ve´rifie qu’on a S ∨ S ′ = S si et seulement si S ′ ≤ S et que S ∨ S ′ = S∞ si et
seulement si S ou S ′ est e´gale a` S∞. Lorsque S et S ′ sont des points non singuliers dans
A
1
K , le point S ∨ S ′ est la semi-norme associe´e a` la plus petite boule de K qui contient
BS et BS′ .
L’ordre partiel ≤ de´finit alors une structure d’arbre dans A1K (resp. P1K) au sens sui-
vant. Pour chaque paire de points distincts S et S ′, l’ensemble
[S,S ′] = {S˜, S ≤ S˜ ≤ S ∨ S ′ ou S ′ ≤ S˜ ≤ S ∨ S ′}.
est l’unique arc topologique dans A1K (resp. P1K ) ayant S et S ′ comme extre´mite´s. Un
ensemble de la forme [S,S ′] est appele´ segment. On dira qu’un point S est entre les
points S ′ et S ′′ lorsque S ∈ [S ′,S ′′]. Dans ce cas on a [S ′,S ′′] = [S ′,S] ∪ [S,S ′′].
1aussi appele´ point de Gauss, voir [BR2]
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Notons que pour chaque triplet de points S , S ′ et S ′′ il existe un unique point qui est
entre S et S ′, entre S ′ et S ′′ et entre S ′′ et S .
Me´trique sphe´rique. Diverses fonctions de´finies surK s’e´tendent de manie`re naturelle a`
A
1
K . Ceci permet de de´finir une me´trique sur P1K e´tendant la me´trique sphe´rique de P1K .
Commenc¸ons par de´finir les fonctions | · | et diam : A1K → [0,+∞). Pour z0 ∈ K on
pose Pz0(z) = z − z0 ∈ K[z]. Alors,
|S| = S(P0) et diam(S) = inf
z∈K
S(Pz) .
Lorsque S est un point non singulier de A1K , on a
|S| = sup
BS
|z| et diam(S) = diam(BS) .
En particulier, la restriction de | · | a` K coı¨ncide avec la norme de K . La fonction | · |
s’annule uniquement au point 0. Pour tout S ∈ A1K , on a |S| ≥ diam(S) et diam(S) = 0
si et seulement si S ∈ K . Enfin, la fonction | · | est continue et s’e´tend continuˆment a` P1K
en posant |∞| = +∞.
A l’aide des fonctions pre´ce´dentes, on de´finit maintenant :
sup{S,S ′} = diam(S ∨ S ′) , pour S,S ′ ∈ P1K .
Lorsque S et S ′ sont des points non singuliers de A1K , on a
sup{S,S ′} = sup{|z − z′|, z ∈ BS , z′ ∈ BS′} ,
et en particulier pour tous z, z′ ∈ K on a sup{z, z′} = |z − z′|. On ve´rifie aise´ment que
sup{·, 0} = | · | et sup{·,Scan} = max{1, | · |} .
La me´trique sphe´rique2 dP1K sur P
1
K est de´finie, pour z, w ∈ K , par
d
P1K
(z, w) =
2|z − w|
max{1, |z|} ×max{1, |w|} ,
et d
P1K
(z,∞) = 2max{1, |z|}−1. On e´tend naturellement cette me´trique a` P1K en po-
sant, pour S,S ′ ∈ A1K :
dP1K
(S,S ′) = 2 sup{S,S
′}
max{1, |S|} ×max{1, |S ′|} −
diam(S)
max{1, |S|}2 −
diam(S ′)
max{1, |S ′|}2 ,
et dP1K (S,∞) = 2max{1, |S|}
−1
. On ve´rifie que cette me´trique est compatible avec
la structure d’arbre de P1K au sens que pour tous S,S ′,S ′′ ∈ P1K on a dP1K (S,S
′) =
dP1K
(S,S ′′)+dP1K (S
′′,S ′) si et seulement si S ′′ ∈ [S,S ′]. L’espace me´trique (P1K ,dP1K )
est complet, mais il n’est pas localement compact. En particulier la topologie sur P1K
induite par cette distance ne coı¨ncide pas avec la topologie introduite pre´ce´demment.
Elle ne jouera pas de roˆle dans la suite.
Introduisons maintenant quelques notations. Une boule ouverte (resp. ferme´e) de A1K
est un ensemble de la forme {S ∈ P1K , sup{S, a} < r} (resp. {S ∈ P1K , sup{S, a} ≤
2aussi appele´e « small model metrics » dans [BR2]
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r}), ou` a ∈ K et r > 0. On notera B(z, r) (resp. B¯(z, r)) ces ensembles. Leurs intersec-
tions avec K seront note´es
B(z, r) = B(z, r) ∩K, B¯(z, r) = B¯(z, r) ∩K.
Une boule ouverte (resp. ferme´e) de P1K est une boule ouverte (resp. ferme´e) de A1K
ou le comple´mentaire dans P1K d’une boule ferme´e (resp. ouverte) de A1K . Il est facile
de voir que toute boule de P1K est connexe.
Un affinoı¨de (resp. ouvert fondamental) est une re´union finie d’intersections finies
(non vides) de boules ferme´s (resp. ouvertes). Un ouvert fondamental U posse`de un
nombre fini de points dans son bord. Notons enfin que les boules ouvertes (resp. les
ouverts fondamentaux) de P1K forment une sous-base (resp. base) de la topologie de P1K .
L’espace hyperbolique HK . Rappelons que HK = P1K \ P1K . C’est un ensemble conne-
xe, donc un sous-arbre de P1K . La fonction
3 dHK de´finie par
dHK (S,S ′) = 2 log sup{S,S ′} − log diam(S)− log diam(S ′) ,
est une distance sur HK . Lorsque S ≤ S ′ on a dHK (S,S ′) = log (diam(S ′)/diam(S)).
L’espace me´trique (HK ,dHK ) est complet et la me´trique est a` nouveau compatible
avec la structure d’arbre de HK . Notons de plus que dHK est invariante par l’action
du groupe PGL(2,K) des automorphismes de P1K . De ce fait, on de´duit que (HK ,dHK )
est isome´trique a` l’arbre re´el de PGL(2,K) de´crit dans [Ti], voir [R3, §7.2]. Enfin pour
pour chaque S ∈ HK on a
dHK (S,Scan) = − log dP1K (S,P
1
K) . (2.1)
Fixons un point base S0 ∈ HK . Le produit de Gromov est la fonction
〈· , ·〉S0 : P1K × P1K → [0,+∞]
de´finie comme suit. ´Etant donne´s S,S ′ ∈ P1K , notons S ′′ l’unique point de P1K qui est
entre S et S ′, entre S et S0 et entre S ′ et S0. On pose alors
〈S,S ′〉S0 =
{
dHK (S ′′,S0) si S ′′ ∈ HK ;
+∞ si S ′′ ∈ P1K .
On ve´rifie facilement que 〈S,S ′〉S0 = +∞ si et seulement si S = S ′ ∈ P1K ; et que
〈S,S ′〉S0 = 0 si et seulement si S0 ∈ [S,S ′]. En particulier, pour tout S ∈ P1K on a
〈S,S0〉S0 = 0. En ge´ne´ral, on a 〈S,S ′〉S0 ≤ dHK (S,S0), avec e´galite´ si et seulement si
S ∈ [S ′,S0].
2.2. Fractions rationnelles. Fixons une fraction rationnelle non constante R a` coeffi-
cients dans K . On ve´rifie que l’image de tout ouvert fondamental est encore un ouvert
fondamental. Une preuve est donne´e dans [R2, Proposition 2.6].
3aussi appele´e « big model metrics »dans [BR2]
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Degre´ topologique. Le degre´ topologique degtop(R) de R est par de´finition l’entier
degtop(R) := max
S∈P1K
#(R−1(S)) .
Lorsque la caracte´ristique de K est nulle, cet entier est e´gal a` deg(R). Lorsque la ca-
racte´ristique de K est p > 1, on peut alors e´crire R de fac¸on unique comme R(z) =
Q(zq), ou` Q est une fraction rationnelle se´parable et q ≥ 1 est une puissance de p. Dans
ce cas on a degtop(R) = deg(Q). Notons que dans tous les cas degtop(R) divise deg(R).
On ve´rifie de plus que lorsque deg(R) > 1, on a degtop(R) = 1 si et seulement si la
caracte´ristique de K est p > 1, etR est conjugue´e a` un ite´re´ de l’automorphisme de Fro-
benius, c’est-a`-dire R(z) = zq avec q est une puissance de p pour un choix convenable
de coordonne´es.
Degre´ local. On de´finit le degre´ local de R en un point z0 ∈ P1K comme suit. Quitte a`
faire un changement de coordonne´es, on peut supposer que ∞ /∈ {z0, R(z0)}. Dans ce
cas, on e´crit R(z0 + h) = R(z0) + ahk +O(hk+1) avec a 6= 0, et on pose degR(z0) :=
k. C’est un nombre entier strictement positif. On ve´rifie facilement que degR◦R′ =
degR ◦R′ × degR′ pour tout couple R,R′ ∈ K(z), et donc que le degre´ local ne
de´pend pas des choix de coordonne´es. On ve´rifie aussi que pour tout z ∈ P1K on a∑
R(w)=z degR(w) = deg(R). On ve´rifie sans difficulte´ que le degre´ local de R en
chaque point de P1K est e´gal a` l’entier deg(R)/degtop(R), avec au plus un nombre fini
d’exceptions.
La proposition suivante permet d’e´tendre la de´finition du degre´ local a` P1K . Une
de´finition ge´ome´trique est donne´e en [R2, §2]. On donne ici une approche plus alge´brique
qui a l’avantage de se ge´ne´raliser en toute dimension.
Proposition-De´finition 2.1. La fonction degre´ local degR s’e´tend de manie`re unique en
une fonction de´finie sur P1K et a` valeurs dans les entiers strictement positifs, ve´rifiant la
proprie´te´ suivante :
(*) pour tout ouvert fondamental V , toute composante connexe U de R−1(V ) et tout
S0 ∈ V , l’entier ∑
R(S)=S0,S∈U
degR(S) ,
est inde´pendant du choix du point S0 ∈ V .
On en de´duit facilement le re´sultat suivant :
Proposition 2.2. La fonction degR est semi-continue supe´rieurement et prend ses va-
leurs dans [deg(R)/degtop(R), . . . ,deg(R)]. De plus, pour tout S ∈ P1K on a,
#(R−1(S)) ≤ degtop(R) , et
∑
R(S′)=S
degR(S ′) = deg(R) . (2.2)
Enfin, pour tout couple de fractions rationnelles R,R′ non nulles, on a degR◦R′ =
degR ◦R′ × degR′ .
Lorsque S est un point rationnel de P1K , on peut calculer degR(S) de la manie`re
suivante. Quitte a` faire un changement de coordonne´es a` la source et au but, on peut
supposer que S = R(S) = Scan. Ce qui signifie que l’on peut e´crire R = P/Q avec
deux polynoˆmes P,Q ∈ OK [z] dont les re´duction P˜ , Q˜ sont non nulles, et telles que la
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fraction rationnelle R˜ := P˜ /Q˜ soit non constante. Le degre´ local en Scan est alors le
degre´ de R˜.
De´monstration de la Proposition-De´finition 2.1. Notons tout d’abord que R−1{S} est
un ensemble fini de cardinal ≤ d pour tout S ∈ P1K . Pour S ∈ P1K , c’est clair. Sinon
S ∈ HK de´finit une norme sur K(z), et donc sur le sous-corps R∗K(z) := {φ ◦R, φ ∈
K(z)} de K(z). Le corps K(z) est une extension finie de degre´ au plus d de R∗K(z).
Donc S|R∗K(z) admet au plus d extensions a` K(z), voir [ZS]. Ceci est exactement dire
que S posse`de au plus d pre´images.
On montre maintenant facilement l’unicite´ de la fonction degR. Soit S ∈ P1K et
fixons U un ouvert fondamental contenant S , tel que R : U → R(U) soit propre et
R−1{R(S)} ∩ U = {S}. Un tel ouvert existe toujours car R(S) admet un nombre fini
de pre´images. On applique maintenant la relation (*) pour tout point z0 ∈ R(U) ∩ P1K ,
et l’on obtient degR(S) =
∑
z∈U,R(z)=z0
degR(z), ce qui de´termine degR de manie`re
unique.
Pour tout z ∈ P1K , notons Oz l’anneau des germes de fonctions analytiques en z, et
mz l’ide´al des fonctions qui s’annulent en z. Lorsque z ∈ P1K , Oz est un anneau local
d’ide´al maximal mz ; sinon Oz est un corps et mz = (0). Dans tous les cas, on note κ(z)
le corps Oz/mz .
L’application analytique R est finie [Ber2, 3.1.10], donc pour tout z ∈ P1K l’anneau
Oz est un module de type fini sur OR(z) [Ber2, 3.1.6]. On de´finit alors
degR(z) = dimκ(R(z))(Oz/mR(z)Oz) .
C’est le nombre minimal de ge´ne´rateurs deOz vu commeOR(z)-module [Mat, Theorem
2.3].
Pour ve´rifier tout d’abord que la fonction ainsi de´finie coı¨ncide bien avec le degre´
local sur P1K , il suffit de traiter le cas ou` z = 0 = R(z). Par un changement ade´quat
de coordonne´es analytiques, on peut supposer R(z) = azk + O(zk+1) avec a 6= 0 et
k ≥ 1, et on veut montrer degR(0) = k. Lorsque la caracte´ristique de K ne divise pas
k, alors on peut se ramener a` R(z) = zk. Sinon la situation est plus complique´e mais
dans de bonnes coordonne´es, on peut toujours e´crire R(z) = azk +∑j>k ajzj avec
|aj| → 0, max{|a|, |aj |} = 1. Il faut montrer que l’anneau de se´rie convergente K{z}
est un module libre sur K{R(z)} de rang k. Pour cela, on montre qu’il est engendre´ par
la famille libre 1, z, ..., zk−1. Le fait que cette famille soit libre est facile. Pour conclure,
il suffit de trouver des fi ∈ K{z} tels que zk = f0 ◦ R+ ...+ zk−1fk−1 ◦R, ce qui se
fait classiquement en re´solvant l’e´quation successivement modulo zn avec n croissant.
Pour ve´rifier (*), on remarque que sous les hypothe`ses de l’e´nonce´, l’application ana-
lytique entre courbes analytiques R : U → V est ferme´e (au sens de Berkovich) et
non localement constante, et donc plate par [Ber2, 3.2.9]. On regarde maintenant le fais-
ceau R∗OU , dont la fibre en w ∈ V est donne´e par (R∗OU )w ≃ ⊕z∈R−1(w)∩UOz .
Comme R est plat, (R∗OU )w est libre sur Ow. Or le faisceau R∗OU est cohe´rent [BGR,
9.4.4/3], [Ber2, 1.3.4], donc est lui-meˆme localement libre. Il est en particulier de rang
constant4, ce qui implique (*). 
4le rang d’un faisceau F en z est e´gal a` dimκ(z)Fz/mzFz
DYNAMIQUE MESURABLE ULTRAM ´ETRIQUE 13
Action sur les mesures positives. Rappelons que pour toute fonction f : P1K → P1K
continue et pour toute mesure (signe´e) de Radon ρ sur P1K , on de´finit l’image directe
f∗ρ en imposant
∫
φd(f∗ρ) =
∫
(φ ◦ f) dρ pour toute fonction mesurable. On a alors
pour tout bore´lien E, (f∗ρ)(E) = ρ(f−1(E)). Si ρ est une mesure de probabilite´, alors
f∗ρ l’est encore.
On de´finit maintenant l’action d’une fraction rationnelle par image re´ciproque sur les
mesures de Radon de manie`re analogue.
De´finition 2.3. Pour toute fonction mesurable φ : P1K → R, on pose
(R∗φ)(S) :=
∑
R(S′)=S
degR(S ′)φ(S ′) , (2.3)
Proposition 2.4. Si φ : P1K → R est continue, alors R∗φ l’est aussi, et R∗ de´finit un
ope´rateur line´aire sur l’espace des fonctions continues, ve´rifiant sup |R∗φ| ≤ deg(R)×
sup |φ|.
Cet ope´rateur induit donc par dualite´ une action sur les mesures de Radon, note´e R∗,
telle que pour toute fonction continue φ : P1K → R et toute mesure ρ de´finie sur P1K , on
ait
∫
φd(R∗ρ) =
∫
(R∗φ) dρ.
De´monstration. Il suffit de montrer la premie`re assertion. Fixons ε > 0, et S∗ ∈ P1K .
Pour chaque S ∈ R−1(S∗) choisissons un voisinage US de S tel que supUS |φ−φ(S)| ≤
ε. Choisissons de plus un voisinage U∗ de S∗ tel que R−1(U∗) ⊂
⋃
S∈R−1(U∗)
US et
l’application restreinte R : US → U∗ est de degre´ degR(S). On obtient alors
sup
U∗
|R∗φ−R∗φ(S∗)| ≤
∑
S∈R−1∗ {S∗}
degR(S)× ε ≤ deg(R)× ε .

Indiquons sans preuve quelques proprie´te´s de ces actions :
Proposition 2.5. Pour toute fraction rationnelle et pour toute mesure de Radon, on a
R∗R
∗ρ = dρ. Pour tout couple de fractions rationnelles R1, R2, on a : (R1 ◦ R2)∗ =
(R1)∗ ◦ (R2)∗, et (R1 ◦R2)∗ = (R2)∗ ◦ (R1)∗.
Proposition 2.6. Si ρ est une mesure de probabilite´, alors R∗ρ est une mesure positive
de masse deg(R) dont le support topologique est e´gal a` la pre´image par R du support
topologique de ρ. Enfin, pour tout S ∈ P1K on a
(R∗ρ){S} = degR(S)× ρ{R(S)} .
De´monstration. Il est clair queR∗ pre´serve la positivite´ des mesures. L’image de la fonc-
tion constante e´gale a` 1 par R∗ est la fonction constante e´gale a` deg(R) par (2.2). Donc
la masse des mesures est multiplie´e par deg(R) sous l’action de R∗. Le fait que pour
une mesure ρ le support topologique de R∗ρ soit la pre´image par R du support topolo-
gique de ρ, est une conse´quence imme´diate du fait que pour chaque fonction continue
positive φ : P1K → R le support de la fonction R∗φ est e´gal a` l’image par R du support
de φ.
Pour montrer la dernie`re e´galite´, soient ε > 0 un re´el positif et V ′ un ouvert fon-
damental contenant R(S) tel que |ρ{R(S)} − ρ(V ′)| ≤ ε, et tel que la composante
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connexe V deR−1(V ′) contenant S ve´rifie |(R∗ρ){S}−(R∗ρ)(V )| ≤ ε etR−1{R(S)}∩
V = {S}. En particulier, pour tout S ′0 ∈ V ′ on a
∑
S0∈R−1(S′0)∩V
deg(S0) = degR(S)
(Proposition-De´finition 2.1).
Comme P1K est un espace normal, il existe une fonction continue φ a` valeurs dans
[0, 1] supporte´e dans V et telle que φ(S) = 1. Alors la fonction R∗φ est a` valeurs
dans [0,degR(S)], e´tant nulle en dehors de V ′ et e´gale a` degR(S) en R(S). on a donc
|degR(S) ρ{R(S)}−
∫
(R∗φ) dρ| ≤ degR(S)×ε , et |(R∗ρ){S}−
∫
φd(R∗ρ)| ≤ ε .
On tire alors de l’e´galite´
∫
(R∗φ) dρ =
∫
φd(R∗ρ), que
|(R∗ρ){S} − degR(S) ρ{R(S)}| ≤ (degR(S) + 1)× ε.
On conclut en faisant ε→ 0. 
2.3. The´orie de Fatou et Julia. Fixons une fraction rationnelle R a` coefficients dans K
et de degre´ au moins 2. Dans le cas complexe, il est plus commode de de´finir en pre-
mier lieu l’ensemble de Fatou a` l’aide de proprie´te´s d’e´quicontinuite´. Dans le cas non
archime´dien il est plus convenable de proce´der de manie`re le´ge`rement diffe´rente. On va
donc tout d’abord rappeler quelques faits concernant les points exceptionnels.
De´finition 2.7. Soit R ∈ K(z) une fraction rationnelle de degre´ au moins 2. Un point
z ∈ P1K est dit exceptionnel si l’ensemble
⋃
n≥0R
−n{z} est fini. On note ER ⊂ P1K
l’ensemble des points exceptionnels.
Lorsque degtop(R) = 1 la caracte´ristique de K est strictement positive et R est
conjugue´e a` un ite´re´ de l’automorphisme de Frobenius. L’ensemble exceptionnel est
alors infini de´nombrable et, apre`s un changement de coordonne´es convenable, il est e´gal
a` P1(K¯) ou` K¯ est la fermeture alge´brique dans K du corps premier de K .
Lorsque degtop(R) > 1 on montre que l’ensemble exceptionnel contient au plus deux
e´le´ments. Dans le cas ou` il contient deux points, R est conjugue´e a` z± deg(R) ∈ K(z).
Dans le cas ou` l’ensemble exceptionnel contient un seul e´le´ment, la fraction ration-
nelle R est un polynoˆme dans toute coordonne´e telle que ∞ est l’unique point exceptio-
nnel de R.
De´finition 2.8. SoitR ∈ K(z) une fraction rationnelle de degre´ au moins 2. L’ensemble
de Julia de R, note´ JR, est l’ensemble des points S ∈ P1K tels que pour tout voisinage U
de S contenu dans P1K \ ER, on a
⋃
n≥0R
n(U) = P1K \ ER. Le comple´mentaire de
l’ensemble de Julia est l’ensemble de Fatou, note´ FR.
Rappelons qu’un ensemble J est dit totalement invariant si R−1(J) ⊂ J . Les pro-
prie´te´s suivantes sont de´montre´es dans [R7].
Proposition 2.9. L’ensemble de Julia JR est compact, non vide, totalement invariant,
et pour tout n ≥ 1 on a JRn = JR. De plus JR est caracte´rise´ comme le plus petit
sous-ensemble compact non vide de P1K qui est disjoint de l’ensemble exceptionnel de R
et qui est totalement invariant par R. De meˆme, FR est un ouvert totalement invariant
dont l’intersection avec P1K est non vide.
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Bonne re´duction. Un exemple important d’applications rationnelles a e´te´ mis en exergue
par Morton et Silverman [MS].
De´finition 2.10. Une fraction rationnelle R ∈ K(z) est dite avoir bonne re´duction, si
on peut l’e´crire R = P/Q avec deux polynoˆmes P,Q ∈ OK [z], dont les re´ductions
P˜ , Q˜ ∈ K˜[ζ] sont non nulles et telles que R˜ := P˜ /Q˜ ∈ K˜(ζ) ait meˆme degre´ que R.
On montre alors la proposition suivante.
Proposition 2.11 ([R4], The´ore`me 4). Si R a bonne re´duction, le point Scan ∈ H|K
∗|
K
est totalement invariant, et JR = {Scan}.
Re´ciproquement, si S ∈ HK est tel que l’ensemble
⋃
n≥0R
−n(S) est fini, alors S ∈
H
|K∗|
K et ce point est totalement invariant. En conjuguant R par un automorphisme de
Mo¨bius ade´quat, on peut de plus supposer que S = Scan et dans ce cas R a bonne
re´duction.
On utilisera le lemme suivant dans la preuve du The´ore`me E.
Lemme 2.12. Pour une fraction rationnelle R de degre´ au moins deux, il y a deux cas :
soit R est conjugue´e a` une fraction rationnelle ayant bonne re´duction, soit il existe un
entier positif n tel que pour tout S ∈ JR on ait
degRn(S) < deg(R)n .
De´monstration. Si l’ensemble exceptionnel posse`de au moins deux points, alors R est
conjugue´e a` une fraction rationnelle ayant bonne re´duction. Lorsque l’ensemble excep-
tionnel posse`de un unique e´le´ment, apre`s un changement de coordonne´es on se rame`ne
au cas ou` R est un polynoˆme de la forme
R(z) = ρ(zD + aD−1z
D−1 + . . .+ a0) ,
avec |ρ| ≥ 1, D ≥ 2, max{|aj |, j ∈ {0, . . . ,D − 1}} = 1, voir [R1, Proposition 6.7].
Lorsque |ρ| = 1 la fraction rationnelle R a bonne re´duction, et lorsque |ρ| > 1 on
ve´rifie que JR est contenu dans la re´union des boules ouvertes de P1K associe´es aux
classes re´siduelles des ze´ros du polynoˆme ζD+ a˜D−1ζD−1+ . . .+ a˜0 ∈ K˜[ζ], et qu’on
a degR < deg(R) sur cet ensemble. L’assertion du lemme est alors ve´rifie´e avec n = 1
dans ce cas.
Supposons maintenant que l’ensemble exceptionnel de R est vide. Il suffit de montrer
alors que si pour chaque j ≥ 1 l’ensemble
Fj := {S ∈ P1K , degRj (S) = deg(R)j} ,
est non vide, alors R est conjugue´e a` une fraction rationnelle ayant bonne re´duction.
Notons que Fj = F1 ∩ R(F1) ∩ · · · ∩ Rj−1(F1), et que Fj est compact et de´croissant
avec j. Il de´coule de la de´monstration de [R3, Lemme 7.4] que Fj est connexe lorsqu’il
est non vide. Par conse´quent, si pour tout j ≥ 1 l’ensemble Fj est non vide, alors
l’ensemble
F :=
⋂
j≥1
Fj ,
est compact, non vide et connexe. De plus il est invariant par R. Par conse´quent R
posse`de un point fixe S dans F , voir [FJ] ou la « proprie´te´ de point fixe » dans [R5].
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Comme par hypothe`se l’ensemble exceptionnel est vide, on a S ∈ HK et la Proposi-
tion 2.11 implique que R est conjugue´e a` une fraction rationnelle ayant bonne re´duction.

Dynamique sur l’ensemble de Fatou. Comme dans le cas complexe, la dynamique dans
l’ensemble de Fatou est tre`s re´gulie`re. On en donne ici une tre`s bre`ve description, et
on renvoie a` [R1, R2, R5, R7] pour plus de de´tails. Rappelons tout d’abord quelques
de´finitions. Fixons une fraction rationnelle R ∈ K(z) de degre´ au moins deux.
De´finition 2.13. Un point z0 ∈ P1K fixe´ par R est dit attractif (resp. re´pulsif, ou in-
diffe´rent) si localement R(z0 + h) = z0 + λh +O(h2) avec |λ| < 1 (resp. |λ| > 1, ou
|λ| = 1). Un point S ∈ HK fixe´ par R est dit re´pulsif si degR(S) ≥ 2. Sinon il est dit
indiffe´rent.
On de´finit de meˆme la nature d’un point pe´riodique de pe´riode N , c’est la nature de
ce point vu comme point fixe de RN .
Il est facile de voir que tout point pe´riodique attractif et que tout point pe´riodique
indiffe´rent dans P1K appartient a` l’ensemble de Fatou. Par contre, un point fixe S ∈
HK indiffe´rent peut eˆtre dans l’ensemble de Fatou ou dans l’ensemble de Julia. D’autre
part, tout point pe´riodique re´pulsif (dans P1K ou dans HK) est dans l’ensemble de Julia,
voir [R5, Proposition 5.1] ou [R7].
L’image par R d’une composante connexe de l’ensemble de Fatou est aussi une com-
posante connexe de l’ensemble de Fatou. La fraction rationnelle induit alors une ac-
tion sur les composantes connexes de l’ensemble de Fatou. On dira qu’une composante
connexe de l’ensemble de Fatou est errante si son orbite sous cette action est infinie, et
on dira qu’elle est pre´pe´riodique si son orbite est finie.
Le bassin d’attraction d’un point pe´riodique S0 de pe´riode n ≥ 1, est par de´finition
l’ensemble des points dans P1K qui convergent vers S0 sous l’action de Rn. Lorsque S0
est attractif, cet ensemble est ouvert et contient S0 dans son inte´rieur. Dans ce cas la
composante connexe du bassin d’attraction contenant S0 sera appele´e bassin d’attraction
imme´diat.
Le domaine de quasi-pe´riodicite´ ER deR est l’ensemble des points dans P1K posse´dant
un voisinage sur lequel une sous-suite des ite´re´es de R converge uniforme´ment vers
l’identite´. Par de´finition l’ensemble ER est ouvert et invariant par R. De plus on montre
qu’il est contenu dans l’ensemble de Fatou.
Nous aurons besoin du re´sultat suivant dans la de´monstration du The´ore`me B.
Lemme 2.14. Si la caracte´ristique re´siduelle de K est nulle, alors l’ensemble de quasi-
pe´riodicite´ d’une fraction rationnelle R de degre´ au moins deux est vide.
De´monstration. Supposons par contradiction que le domaine de quasi-pe´riodicite´ ne soit
pas vide. Apre´s un changement de coordone´e on se rame`ne au cas ou` il existe une suite
d’ite´re´s de R qui convergent uniforme´ment vers l’identitie´ sur OK . Il existe alors une
suite strictement croissante d’entiers {nj}j≥0 telle que pour tout j ≥ 0,
sup{|Rnj (z)− z|, z ∈ OK} < 1.
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Notons en particulier que Rnj induit une bijection de OK . Par conse´quent, pour chaque
j, j′ ≥ 0, on a
sup{|Rnj′+nj(z)− z|, z ∈ OK} ≤
max{sup{|Rnj (z)− z|, z ∈ OK}, sup{|Rnj′ (z)− z|, z ∈ OK}}.
On conclut qu’il existe une suite d’ite´re´s de Rn0 qui converge uniforme´ment vers l’iden-
tite´ sur OK .
Comme le degre´ deRn0 est au moins deux, il existe une classe re´siduelle ne contenant
aucun point fixe de Rn0 . Apre´s un changement de coordonne´e fixant OK , on se rame`ne
au cas ou` mK ne contient aucun point fixe de Rn0 . Soit T la fraction rationnelle donne´e
par T (z) = Rn0(z) − z. Alors T ne s’annule pas sur mK , et satisfait sup{|T (z)|, z ∈
mK} < 1. Par conse´quent il existe a ∈ mK tel que pour chaque z ∈ mK on a
T (z) ∈ {w ∈ K, |T (w) − a| < |a|}.
Ceci implique que pour tout entier n ≥ 1 et tout z ∈ mK on a
|Rnn0(z)− z − na| = |T (z) + T (Rn0(z)) + · · ·+ T (R(n−1)n0(z)) − na| < |a|.
Comme par hypothe`se la caracte´ristique re´siduelle de K est nulle, on a |n| = 1 et donc
|Rnn0(z)− z| = |a|. On obtient alors une contradiction avec le fait qu’une suite d’ite´re´s
de Rn0 converge vers l’identite´ sur mK . 
Lorsque K = Cp le re´sultat suivant est exactement [R2, Proposition 5.6]. La de´-
monstration donne´e dans op.cit. s’applique sans changement dans ce cadre plus ge´ne´ral.
The´ore`me 2.15. Soit K un corps de caracte´ristique ze´ro et de caracte´ristique re´siduelle
p > 0, et soit R une fraction rationnelle a` coefficients dans K de degre´ au moins deux.
Alors pour chaque composante connexe Y de ER il existe un entier positif n tel que
Rn(Y ) = Y ainsi qu’une action continue
T : Zp × Y → Y (2.4)
(w, y) 7→ Tw(y) , (2.5)
telle que pour chaque entier positif m on ait Tm = Rnm. Si de plus ∞ 6∈ Y , alors il
existe une fonction holomorphe non constante T∗ : Y → K telle que pour tout w0 ∈ Zp
la fonction holomorphe Tw−Tw0w−w0 converge vers T∗ lorsque w ∈ Zp \ {w0} converge
vers w0.
Nous utiliserons la proposition suivante dans la de´monstration du The´ore`me C.
Proposition 2.16. Soit R une fraction rationnelle a` coefficients dans K et de degre´ au
moins deux, et U une composante composante connexe de l’ensemble de Fatou U fixe´e
par R. Si U n’est pas un bassin d’attraction imme´diat d’un point pe´riodique attractif,
alors R est injective sur U .
Lorsque K = Cp ce re´sultat est une conse´quence imme´diate du « the´ore`me de classi-
fication » dans [R2]. Pour un corps de base K quelconque, ce re´sultat est de´montre´ dans
l’article en pre´paration [R7]. En voici une esquisse de de´monstration.
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Esquisse de de´monstration. Si U n’est pas un bassin d’attraction imme´diat d’un point
pe´riodique attractif, la « proprie´te´ de point fixe » [R5, §8] implique que U contient un
point fixe indiffe´rent S . On regarde alors l’ouvert connexe maximal U ′ contenant S sur
lequel le degre´ local est constant e´gal a` 1. On montre que U ′ est un ouvert fondamental
en suivant [R3, Proposition 2.9]. On peut alors adapter [R3, Lemme 5.5] pour voir qu’il
existe un ouvert fondamental U ′′ contenant S et contenu dans U ′ dont les points du bord
sont pe´riodiques re´pulsifs. Ceci implique l’invariance de U ′′, et donc le fait que U ′′ est
inclus dans l’ensemble de Fatou. Comme les points re´pulsifs sont dans l’ensemble de
Julia, on a finalement U ′′ = U . De la Proposition 2.1, et du fait que degR = 1 sur U , on
en de´duit que R est injective sur U . 
2.4. The´orie du potentiel P1K . Plusieurs approches [BR2, FJ, Th] existent pour cons-
truire un analogue de la the´orie du potentiel complexe sur la droite projective au sens de
Berkovich. La plus aboutie est due a` Thuillier et s’applique sur n’importe quelle courbe
lisse K-analytique. Nous ne de´crirons cependant ici que les e´le´ments qui nous seront
strictement ne´cessaires par la suite en suivant [FJ, §7] et [FR2, §4].
Munissons P1K de la tribu des bore´liens associe´e a` sa topologie compacte. On noteM+
l’ensemble des mesures bore´liennes positives finies, supporte´es dans P1K . On de´signe
par M l’espace vectoriel des mesures re´elles signe´es, diffe´rences de mesures dans M+.
Toute suite de mesures de probabilite´ dans M+ admet une sous-suite convergente pour
la topologie de la convergence vague. Notons que toute mesure dans M est de Radon et
est donc repre´sente´e par une forme line´aire continue sur l’espace des fonctions continues
de P1K (voir par exemple [FJ, Proposition 7.14]). Enfin on montre que bien que P1K muni
de la topologie compacte ne soit pas me´trisable en ge´ne´ral, le support de toute mesure
dans M est me´trisable [FJ, Lemma 7.15].
Nous allons maintenant de´finir un espace fonctionnel P et un ope´rateur ∆ de´fini sur P
et a` valeurs dans M. Pour cela, fixons un point base S0 ∈ HK . Notons que pour tout
S ∈ HK , la fonction S ′ 7→ 〈S,S ′〉S0 est non ne´gative et majore´e par dHK (S,S0). Etant
donne´e une mesure bore´lienne ρ ∈ M, on peut donc de´finir gˆρ : HK → R par
gˆρ(S) := −ρ(P1K)−
∫
P1K
〈S,S ′〉S0 dρ(S ′), (2.6)
et on l’appelle le potentiel de ρ base´ en S0. On a gˆρ(S0) = −ρ(P1K) et par construc-
tion gˆ[S0] est la fonction constante e´gale a`−1 sur tout P1K . Plus ge´ne´ralement, gˆ[S′](S) =
−1− 〈S,S ′〉S0 .
On de´signe par P l’ensemble de tous les potentiels. C’est un espace vectoriel qui
contient toutes les fonctions de´finies sur HK et a` valeurs re´elles de la forme S 7→
〈S ,S ′〉S0 . Il re´sulte de [FJ, Theorem 7.50] que l’application ρ 7→ gˆρ induit une bijection
entre M et P. On peut donc poser
∆gˆρ := ρ− ρ(P1K)× [S0] .
Ceci de´finit une application line´aire ∆ : P → M que l’on appelle le Laplacien. On
ve´rifie que cet ope´rateur ne de´pend pas du choix du point base ainsi que la classe de
fonctions P, voir [FR2, Proposition 4.1]. On a de plus ∆g = 0 si et seulement si g est
constante.
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Par construction, pour tout g ∈ P on a ∆g(P1K) = 0. Re´ciproquement, toute mesure
ve´rifiant ρ(P1K) = 0 est le Laplacien d’une fonction de P. Dans toute la suite, on appel-
lera potentiel d’une mesure bore´lienne ρ toute fonction g ∈ P telle que ρ = ∆g. Notons
que :
∆〈· ,S〉S0 = [S0]− [S] , et ∆ log sup{·,S} = [S]− [∞] .
De plus, pour tout potentiel g : HK → R et toute fraction rationnelle non constante R,
on a R∗(∆g) = ∆(g ◦R) et R∗∆(g) = ∆(R∗g).
Soit P+ l’ensemble des fonctions g ∈ P telles que [Scan] + ∆g soit une mesure
positive. L’ope´rateur ∆ posse`de des proprie´te´s de continuite´ remarquables sur P+ qui
sont analogues aux proprie´te´s de continuite´ des fonctions sous-harmoniques en analyse
complexe, et que nous allons maintenant de´tailler.
On ve´rifie tout d’abord que toute fonction dans P+ est continue, convexe pour la
me´trique dHK et de´croissante sur tout segment [Scan,S]. Une telle fonction s’e´tend donc
de manie`re unique a` P1K en restant continue sur tout segment. Cette extension est semi-
continue supe´rieurement sur P1K pour la topologie compacte.
Proposition 2.17 ([FJ], Theorem 7.64). L’espace P+ est convexe et ferme´ pour la topo-
logie de la convergence simple de HK . De plus, l’ope´rateur induit (∆+ [Scan]) : P+ →
M+ est continu si M+ est muni de la topologie de la convergence vague des mesures.
Le fait suivant est un re´sultat de base en the´orie du potentiel [Ho¨, The´ore`me 1.6.13].
Proposition 2.18 (Lemme de Hartogs). Soit {gn}n≥1 une suite de potentiels dans P+
telle que pour chaque n ≥ 1 on ait gn ≤ 0. Alors soit cette suite converge uniforme´ment
sur P1K vers la fonction constante e´gale a` −∞ ; soit il existe une sous-suite {gnk}k≥1
convergeant ponctuellement sur HK vers un potentiel g dans P+. Dans ce dernier cas,
pour toute fonction continue ϕ et toute partie compacte C de P1K , on a
lim sup
k→+∞
(
sup
C
(gnk − ϕ)
)
≤ sup
C
(g − ϕ) .
De´monstration. Pour chaque entier n ≥ 1 on pose ρn := [Scan] + ∆gn. C’est une
mesure positive de masse 1. Quitte a` extraire une sous-suite, on peut donc supposer
que ρn converge vers une mesure de probabilite´ ρ lorsque n→ +∞.
Supposons tout d’abord que limn→+∞{gn(Scan), n ≥ 1} = −∞. Comme gn est
de´croissante sur tout segment partant de Scan, on a gn → −∞ uniforme´ment.
Supposons maintenant que limn→+∞{gn(Scan), n ≥ 1} > −∞. Quitte a` remplacer
{gn}n≥1 par {gn − gn(Scan)− 1}n≥1 et a` prendre une sous-suite, on peut supposer que
pour chaque n ≥ 1 on a gn(Scan) = −1. `A nouveau par de´croissance des gn, on a
gn ≤ −1 partout. Soit gˆρn de´finie par (2.6) lorsque le point base S0 est e´gal a` Scan. Par
construction, ∆gˆρn = ∆gn et ces deux fonctions sont e´gales en Scan. Elles sont donc
e´gales partout. Par convergence domine´e, on a gˆρn → gˆρ ponctuellement sur HK , et par
conse´quent on a gn → gˆρ ponctuellement.
Pour montrer la dernie`re assertion de la proposition, soit {Tm}m≥1 ⊂ HK une suite
croissante d’arbres ferme´s finis dont l’adhe´rence de la re´union contient le support topo-
logique de ρ, voir [FJ, Lemma 7.15]. Quitte a` agrandir les Tm, on suppose que tous ces
arbres contiennent Scan. La suite de mesures de probabilite´ {ρTm}m≥1 converge vers ρ,
et g ◦ piTm de´croit vers g ponctuellement.
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D’autre part, pour un entier m ≥ 1 fixe´, la fonction gn|Tm est de´croissante sur Tm
et converge ponctuellement vers la fonction continue g|Tm lorsque n → +∞. Par
consequent la convergence est uniforme sur Tm. On en de´duit que gn ◦ piTm → g ◦ piTm
uniforme´ment sur P1K . On a donc pour tout m ≥ 1
lim sup
n→+∞
(
sup
C
(gn − ϕ)
)
≤ lim
n→+∞
(
sup
C
(gn ◦ piTm − ϕ)
)
= sup
C
(g ◦ piTm − ϕ) .
Pour chaque m ≥ 1 prenons Sm ∈ C tel que
(g ◦ piTm − ϕ)(Sm) = sup
C
(g ◦ piTm − ϕ) .
Quitte a` extraire une sous-suite, on suppose que {Sm}m≥1 converge vers un certain
point S . Etant donne´ ε > 0 on choisit un ouvert fondamental U contenant S tel que
supU |ϕ − ϕ(S)| ≤ ε. Notons S0 le point du bord de U le plus proche de Scan (si
Scan ∈ U , on pose S0 := Scan). Comme les fonctions g, g ◦ piTm sont de´croissantes sur
tout segment partant de Scan, pour m ≥ 1 assez grand tel que g ◦ piTm(S0) ≤ g(S0) + ε
et Sm ∈ U , on a,
sup
C
(g − ϕ) ≥ sup
U∩C
g − ϕ(S0)− ε = g(S0)− ϕ(S0)− ε ≥
≥ g ◦ piTm(S0)− ϕ(S0)− 2ε ≥ g ◦ piTm(Sm)− ϕ(S0)− 2ε ≥
≥ g ◦ piTm(Sm)− ϕ(Sm)− 3ε = sup
C
(g ◦ piTm − ϕ)− 3ε .
Donc supC(g − ϕ) ≥ lim supm→+∞ (supC (g ◦ piTm − ϕ)). Ce qui termine la preuve.

3. LA MESURE D’E´QUILIBRE
Fixons une fraction rationnelle R de degre´ au moins 2.
3.1. Construction de la mesure.
Proposition-De´finition 3.1. Pour tout e´le´ment S ∈ HK , la suite de mesures de proba-
bilite´ {deg(R)−nRn∗[S]}n≥0 converge vaguement vers une mesure ρR inde´pendante du
choix de S . On appellera cette mesure la mesure d’e´quilibre de R.
De´monstration. Prenons S un point arbitraire de HK . La masse de la mesure R∗[S]
est e´gale au degre´ de R, donc nous pouvons e´crire deg(R)−1R∗[S] = [S] + ∆g, ou`
g : HK → R est un potentiel. La mesure R∗[S] est supporte´e sur le sous-ensemble
fini R−1(S) de HK . L’enveloppe convexe de l’ensemble suppR∗[S] ∪ {S} est donc un
arbre fini T dont les bouts sont situe´s dans HK . Le potentiel g est localement constant
en dehors de T et est borne´ sur T , il est donc borne´ sur HK tout entier. On obtient donc
pour tout entier n :
deg(R)−nRn∗[S] = [S] + ∆gn , avec gn =
n−1∑
k=0
g ◦Rk
deg(R)k
.
La suite {gn}n≥0 converge uniforme´ment sur HK vers une fonction continue g∞, donc
deg(R)−nRn∗[S] converge vaguement vers une mesure ρR lorsque n→ +∞.
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Si l’on choisit un autre e´le´ment S ′ ∈ HK , on peut e´crire [S ′] = [S] + ∆h avec
h : HK → R borne´e. De l’e´quation
deg(R)−nRn∗[S ′] = deg(R)−nRn∗[S] + ∆(deg(R)−nh ◦Rn) ,
on tire deg(R)−nRn∗[S ′]→ ρR. 
Remarque 3.2. L’argument montre que plus ge´ne´ralement pour toute mesure ρ ve´rifiant
ρ = [S]+∆h, avec h borne´e et S ∈ HK , on a deg(R)−nRn∗ρ→ ρR. Nous verrons a` la
section suivante comment e´tendre ce type de re´sultat dans certains cas ou` la fonction h
n’est plus borne´e, par exemple lorsque ρ est atomique et supporte´e sur un point non
exceptionnel dans P1K .
L’ope´rateur deg(R)−1R∗ est continu et pre´serve l’espace des mesures de probabilite´s.
Il est donc clair que ρR est une mesure de probabilite´ qui ve´rifie l’e´quation d’invariance :
R∗ρR = deg(R) ρR . (3.1)
En particulier, c’est une mesure invariante R∗ρR = ρR. L’e´quation d’invariance (3.1),
combine´e a` la Proposition 2.6 donne de plus pour tous S,S ′ ∈ P1K tels que R(S ′) = S :
ρR{S ′} = degR(S
′)
deg(R)
ρR{S} . (3.2)
Proposition 3.3. Il existe α ∈ (0, 1] tel que pour chaque S ∈ HK , tout potentiel
g0 : HK → R satisfaisant ρR = [S] + ∆g0 est Ho¨lder d’exposant α par rapport a`
la distance dP1K . Plus pre´cise´ment, on peut trouver une constante C > 0 telle que pour
tous S ′,S ′′ ∈ HK , on ait
|g0(S ′)− g0(S ′′)| ≤ C dP1K (S
′,S ′′)α .
De plus, pour tout z ∈ P1K et r > 0, on a
ρR(B(z, r)) ≤ C rα ,
ou` B(z, r) de´signe l’enveloppe convexe dans P1K de la boule {w ∈ K,dP1K (z, w) ≤ r}.
En particulier, ρR ne charge pas les points de P1K .
En dimension supe´rieure, une version de ce re´sultat a e´te´ de´montre´e dans [KS]. No-
tons que ce fait est classique sur le corps des complexes, et reste valable en dimension
supe´rieure [Sib, §1.7] ou [DS2]. La preuve que nous donnons ici suit celles de [DS1,
The´ore`me 3.7.1], et [Gu, Proposition 1.2].
De´monstration. Soit Scan le point de H|K
∗|
K associe´ a` la boule unite´ de K . Pour chaque
S ∈ HK , tout potentiel g1 satisfaisant ∆g1 = [Scan] − [S] est Lipschitz car 〈·,S〉Scan
l’est. On peut donc se ramener au cas S = Scan. Soit alors g : HK → R un potentiel tel
que
∆g = deg(R)−1R∗[Scan]− [Scan].
La fonction g est Lipschitz sur P1K , on peut donc trouver une constante C > 0 telle que
|g(z)−g(w)| ≤ C ·dP1K (z, w) pour tous z, w ∈ P
1
K . D’autre part, la fonction R est aussi
Lipschitz pour une autre constante M que l’on peut supposer strictement plus grande
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que deg(R), voir par exemple [KS, Theorem 10]. De ρR = limn→+∞ deg(R)−nRn∗[Scan],
on de´duit que ρR = [Scan] + ∆g0, avec
g0 =
∞∑
0
deg(R)−kg ◦Rk.
On fixe N entier, et on proce`de alors aux estimations suivantes :
|g0(z)− g0(w)| ≤
N−1∑
k=0
|g ◦Rk(z)− g ◦Rk(w)|
deg(R)k
+ sup |g|
∞∑
k=N
1
deg(R)k
≤ C1 · dP1K (z, w) (M/deg(R))
N + C2 · deg(R)−N ,
pour des constantes C1, C2 > 0 inde´pendantes de z, w,N . On choisit maintenant N =
N(z, w) de telle sorte que MC2/C1 ≥ dP1K (z, w)M
N ≥ C2/C1, ce qui est pos-
sible de`s que d
P1K
(z, w) ≤ MC2/C1. On en de´duit qu’il existe une constante C > 0,
inde´pendante de z et w, telle que si l’on pose α = log deg(R)/ logM , alors |g0(z) −
g0(w)| ≤ C · dP1K (z, w)
α
. On note enfin que ces ine´galite´s sur P1K entraine les meˆmes
sur P1K .
Soit z ∈ P1K et r > 0. Pour montrer l’ine´galite´ ρR(B(z, r)) ≤ C rα on se rame`ne
au cas r ∈ (0, 12 ). Soit S (resp. S ′) le point de P1K associe´ a` la boule B(z, r) (resp.
B(z, er)), et soit χ : HK → R le potentiel constant e´gal a` 1 sur B(z, r), constant e´gal
a` 0 hors de B(z, er), et tel que ∆χ = [S]− [S ′]. Alors on a
ρR(B(z, r)) ≤
∫
χd(∆g0) =
∫
g0 d(∆χ) = g0(S)−g0(S ′) ≤ CdP1K (S,S
′)α = Crα .
La premie`re e´galite´ re´sulte de [FR2, Lemmes 4.4 et 4.3] car la fonction e´nergie est
syme´trique. 
3.2. De´monstration du The´ore`me A. Le fait que ρR ne charge aucun point de P1K est
une conse´quence de la Proposition 3.3. On montre maintenant que le fait que le support
de ρR soit e´gal a` JR est une conse´quence de (1.1). En effet, conside´rons une mesure
de probabilite´ quelconque ρ supporte´e dans JR. Par la Proposition 2.6, le support de la
mesure R∗nρ est contenu dans JR. Comme l’ensemble JR est disjoint de l’ensemble
exceptionnel, et comple`tement invariant par R (Proposition 2.9), la convergence (1.1)
implique que le support topologique de ρR est contenu dans JR. D’autre part, l’e´quation
d’invariance (3.1) et la Proposition 2.6 montrent que le support topologique de ρR est
comple`tement invariant. Comme l’ensemble de Julia est caracte´rise´ comme le plus petit
ensemble compact disjoint de l’ensemble exceptionnel qui est comple`tement invariant
par R (Proposition 2.9), on conclut que le support topologique de ρR est e´gal a` JR.
Le reste de cette de´monstration est consacre´ a` la preuve de (1.1). L’ensemble excep-
tionnel ER e´tant totalement invariant, pour tout n ≥ 1 on a
deg(R)−nRn∗ρ(ER) = ρ(ER) .
Si ρ(ER) > 0, on ne peut pas donc avoir limn→+∞ deg(R)−nRn∗ρ = ρR.
Re´ciproquement, supposons que ρ(ER) = 0. On de´signe par g : HK → R le potentiel
donne´ par (2.6), lorsque S0 = Scan, de telle sorte que ∆g = ρ− [Scan]. Alors pour tout
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n ≥ 1 on a
deg(R)−nRn∗ρ = deg(R)−nRn∗[Scan] + ∆(deg(R)−ng ◦Rn) .
Il suffit donc de montrer que deg(R)−ng◦Rn converge ponctuellement vers ze´ro sur HK ,
lorsque n→ +∞. Pour cela on va estimer les vitesses de convergence des points de HK
vers P1K . Comme on a g ≤ 0, il suffit de montrer lim infn→+∞ deg(R)−ng ◦Rn ≥ 0.
Fixons un point S dans HK .
Cas 1. Le point S appartient au bassin d’attraction d’un point exceptionnel z0 ∈ P1K
deR. Quitte a` remplacer R par un ite´re´ on peut supposer z0 fixe´ parR. Apre`s un change-
ment de coordonne´es on suppose qu’il existe r0 ∈ (0, 1) tel que pour tout point S ′ ∈ HK
satisfaisant dP1K (S
′, z0) < r0 on a
dP1K
(R(S ′),P1K) ≥ dP1K (S
′,P1K)
deg(R) .
Quitte a` remplacer S par un point dans son orbite positive, on suppose que dP1K (S, z0) <
r0. Alors pour tout n ≥ 1 on a,
dP1K
(Rn(S),P1K) ≥ dP1K (S,P
1
K)
deg(R)n .
Fixons ε > 0, et soit r ∈ (0, 1) assez petit tel que ρ(B(z0, r)) ≤ ε. De (2.6) on de´duit
que pour tout S ′ ∈ HK satisfaisant dP1K (S
′, z0) < r on a
g(S) − g(S ′) ≥ εdHK (S,S ′).
Comme de plus BS′ ⊂ BS , par (2.1) on a,
dHK (S,S ′) = log dP1K (S,P
1
K)− log dP1K (S
′,P1K),
d’ou` on obtient,
g(S ′) ≥ ε log d
P1K
(S ′, z0) +
(
g(S)− ε log d
P1K
(S, z0)
)
.
On a donc
lim inf
n→+∞
deg(R)−ng(Rn(S)) ≥ ε log d
P1K
(S,P1K) .
Cas 2. Le point S n’appartient pas au bassin d’attraction d’un point exceptionnel et
degtop(R) > 1. Comme degtop(R) > 1, il existe au plus un nombre fini de points
dans P1K dont le degre´ local est e´gal au degre´ de R. Quitte a` remplacer R par un ite´re´ on
suppose que tout point de P1K dont le degre´ local est e´gal a` deg(R) est exceptionnel. On
s’appuie alors sur le lemme suivant.
Lemme 3.4. Supposons que degtop(R) > 1. Alors, on peut trouver des constantes r > 0
et C > 0 tel que tout point S satisfaisant d
P1K
(S, ER) < r appartienne au bassin
d’attraction d’un point exceptionnel, et pour tout point S satisfaisant d
P1K
(S, ER) ≥ r
on ait
d
P1K
(R(S),P1K) ≥ C × dP1K (S,P
1
K)
deg(R)−1 . (3.3)
Nous donnons une preuve de ce lemme ci-apre`s.
En ite´rant la relation pre´ce´dente, on en de´duit pour tout entier n ≥ 1 :
d
P1K
(Rn(S),P1K) ≥ C(n)× dP1K (S,P
1
K)
(deg(R)−1)n ,
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avec C(n) := C×Cdeg(R)−1×· · ·×C(deg(R)−1)n−1 . De (2.1) et (2.6), on tire pour tout
S ′ ∈ HK
g(S ′) ≥ log d
P1K
(S ′,P1K)− 1 .
Par conse´quent
g(Rn(S)) ≥ logC(n) + (deg(R)− 1)n log d
P1K
(S,P1K)− 1 ,
d’ou` lim infn→+∞ deg(R)−ng(Rn(S)) = 0.
Cas 3. Le point S n’appartient pas au bassin d’attraction d’un point exceptionnel et
degtop(R) = 1. Dans ce cas la caracte´ristique de K est strictement positive, e´gale a` un
certain nombre premier p. De plus, le degre´ q > 1 de R est une puissance de p, et quitte
a` faire un changement de coordonne´es, on peut supposer que R(z) = zq. On note R˜ la
fraction rationnelle a` coefficients dans le corps re´siduel K˜ de K , de´finie par R˜(ζ) = ζq.
On ve´rifie aise´ment que pour tout S ∈ P1K on a
dHK (R(S),Scan) = q × dHK (S,Scan) .
On a en particulier R(Scan) = Scan. Le cas S = Scan est donc imme´diat, et on suppose
alors que S ∈ P1K \ {Scan}. Conside´rons la partition de P1K \ {Scan} en boules ouvertes
de P1K associe´es aux classes re´siduelles,
P
1
K \ {Scan} = ⊔ζ∈P1
eK
B(ζ) ,
de telle sorte que pour chaque ζ ∈ P1
eK
on ait R(B(ζ)) = B(R˜(ζ)). On montre (cf. [R2,
Proposition 4.32]) que pour chaque ζ ∈ P1
eK
pe´riodique par R˜, la boule B(ζ) contient un
point pe´riodique parR de meˆme pe´riode. De plus ce point est exceptionnel pour R et son
bassin d’attraction contient la boule B(ζ). Comme par hypothe`se le point S n’appartient
pas a` un bassin d’attraction d’un point exceptionnel de R, si l’on de´signe par ζ l’e´le´ment
de P1
eK
tel que la boule B(ζ) contienne le point S , alors l’orbite positive de ζ par R˜ est
infinie. On a en particulier
lim
n→+∞
ρ(B(Rn(ζ))) = 0 .
Par (2.6) pour chaque ζ ′ ∈ P1
eK
et S ′ ∈ B(ζ ′) on a
g(S ′) ≥ −1− ρ(B(ζ ′))× dHK (S ′,Scan) ,
d’ou` l’on de´duit
lim inf
n→+∞
deg(R)−ng(Rn(S)) ≥ lim inf
n→+∞
ρ(B(R˜n(ζ)))× dHK (S,Scan) = 0 .
De´monstration du Lemme 3.4. L’existence de r > 0 suit de la finitude de ER. Pour
montrer (3.3), par compacite´ il suffit de ve´rifier cette e´quation localement en tout point S
tel que d
P1K
(S, ER) ≥ r. Supposons pour commencer que deg(R) = degtop(R), c’est-
a`-dire que l’ensemble Crit(R) ⊂ P1K ou` la de´rive´e de R s’annule soit fini.
Prenons tout d’abord un point S qui ne soit pas dans Crit(R). Quitte a` changer de
coordonne´es, on peut fixer un ouvert fondamental U contenant S tel que
{∞, R−1(∞),Crit(R)} ∩ U = ∅.
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Dans ce cas, R′ ne s’annule pas dans U ∩ P1K , et on peut donc trouver C0 > 0 tel que
|R′(z)| ≥ C0 pour tout z ∈ U ∩ P1K . La fonction
D(z1, z2) :=
R(z1)−R(z2)
z1 − z2 −R
′(z2)
est analytique sur U × U et s’annule identiquement sur la diagonale. Pour un voisinage
convenable V de la diagonale, et pour tout couple (z1, z2) ∈ V ∩ (P1K ×P1K), on a donc
|D(z1, z2)| < C0, et
∣∣∣∣R(z1)−R(z2)z1 − z2
∣∣∣∣ = |R′(z2)| ≥ C0 .
Prenons maintenant W un voisinage ouvert de S dans P1K tel que W ×W ⊂ V . Alors
pour tout S ′ ∈W , on a dP1K (R(S
′),P1K) ≥ C0×dP1K (S
′,P1K) ce qu’il fallait de´montrer.
Si le point S est dans Crit(R), on se rame`ne au cas ou` S = R(S) = 0 et dans
une coordonne´e ade´quate R(z) =
∑
j≥k ajz
j avec k ≤ deg(R) − 1, ak 6= 0 et
1 ≥ |aj | → 0. Notons que sup|z−w|≤τ |zj − wj | = τ j pour tout τ ∈ [0, 1], ou` le
supremum est pris sur tout z, w ∈ B(0, 1). Fixons N assez grand pour que pour tout
τ ≤ r, on ait maxj≥1 |aj |τ j = maxj≤N |aj |τ j . Prenons z ∈ B(0, 1) et τ ≤ r. Alors
sup|z−w|≤τ |R(z) − R(w)| = maxj≤N |aj |τ j ≥ |ak|τk. L’image d’une boule par R
e´tant une boule on conclut donc que R(B(z, τ)) ⊃ B(R(z), |ak|τk), ce qui implique
d
P1K
(R(S),P1K) ≥ |ak|dP1K (S,P
1
K)
k
.
Ceci conclut la preuve de (3.3) dans le cas deg(R) = degtop(R). Si ce n’est pas
le cas, alors K est de caracte´ristique positive p > 0 et R est la compose´e d’une frac-
tion R0 ve´rifiant deg(R0) = degtop(R0) et d’un ite´re´ de F (z) := zp. On a vu que
dP1K
(F (S),P1K) ≥ dP1K (S,P
1
K)
p
, ce qui permet de conclure. 
3.3. Me´lange et the´ore`me limite central. La proprie´te´ d’e´quidistribution de´montre´e
au paragraphe pre´ce´dent permet de montrer l’ergodicite´ de la mesure d’e´quilibre, comme
a e´te´ fait dans [FG, Lemme 4.11]. Afin d’avoir une estimation sur la vitesse de me´lange
nous utiliserons plutoˆt une me´thode base´e sur la notion d’e´nergie analogue de la preuve
de Fornaess-Sibony [FS1, FS2] dans le cas complexe.
Rappelons tout d’abord quelques notions sur l’e´nergie des mesures. Nous renvoyons
a` [FR2] pour les de´tails. Une mesure signe´e ρ est dite a` potentiel continu s’il existe
un potentiel continu g : HK → R tel que ∆g = ρ − ρ(P1K)[Scan]. Si ρ, ρ′ sont deux
mesures signe´es dont la mesure trace5 est a` potentiel continu, on montre que la fonction
log sup{S,S ′} est inte´grable pour la mesure ρ⊗ ρ′ (voir [FR2, Lemme 4.3]), et on pose
(ρ, ρ′) := −
∫
A1K×A
1
K\Diag
log sup{S,S ′} dρ(S)⊗ dρ′(S ′) .
Lorsque de plus ρ = ∆g, on ve´rifie que (ρ, ρ′) = − ∫
A1K
g dρ′, [FR2, Lemme 4.4].
Enfin, l’application ρ, ρ′ 7→ (ρ, ρ′) de´finit une forme biline´aire syme´trique sur l’espace
des mesures signe´es dont la mesure trace est a` potentiel continu et telles que ρ(P1K) =
5toute mesure signe´e ρ est diffe´rence de deux mesures positives a` support disjoints, ρ = ρ1 − ρ2, voir [Ru,
§6]. La mesure trace |ρ| est par de´finition la mesure positive ρ1 + ρ2.
26 CHARLES FAVRE AND JUAN RIVERA-LETELIER
ρ′(P1K) = 0. On montre que cette forme biline´aire est de´finie positive, [FR2, Proposition
4.5]. On a donc l’ine´galite´ de type Cauchy-Schwarz suivante :
(ρ, ρ′) ≤ (ρ, ρ)1/2 (ρ′, ρ′)1/2 .
D’autre part, une fonction φ : P1K → R est dite de classe C1, si elle est localement
constante hors d’un arbre fini et ferme´ T ⊂ HK , et si T est la re´union d’un nombre
fini de segments sur lesquels φ est de classe C1, par rapport a` la distance hyperbolique
sur HK . On de´finit alors pour chaque S ∈ HK \ {Scan} le nombre ∂φ(S), comme la
de´rive´e a` gauche en S de l’application φ restreinte au segment [Scan,S] (parame´tre´ par
la distance hyperbolique a` Scan). Un calcul montre alors que
(∆φ,∆φ) =
∫
P1K
(∂φ)2 dλ ,
ou` λ est la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle sur chaque segment de HK . Pour
reprendre les notations de [FR2, §5.5], on posera 〈φ, φ〉 := ∫
P1K
(∂φ)2 dλ.
Rappelons finalement qu’une mesure invariante ρ est me´langeante pour R si pour
tout couple de fonctions φ,ψ : P1K → R de carre´ inte´grable par rapport a` ρ, on a∫
(φ ◦ Rn)ψ dρR →
∫
φdρR ×
∫
ψ dρ lorsque n → +∞. Une mesure me´langeante
est ergodique au sens ou` tout sous-ensemble E invariant est soit de mesure nulle soit de
mesure totale.
Proposition 3.5. La mesure ρR est me´langeante, et elle est exponentiellement me´langeante
par rapport aux observables de classe C1. Plus pre´cise´ment, il existe une constante
C > 0 telle que pour toute fonction φ : P1K → R dans L∞(ρR), pour toute fonction
ψ : P1K → R de classe C1 sur P1K , et pour tout entier n ≥ 0 on a,∣∣∣∣∫ (φ ◦Rn)× ψ dρR − ∫ φdρR × ∫ ψ dρR∣∣∣∣ ≤ C×‖φ‖L∞×〈ψ,ψ〉1/2×deg(R)−n/2 .
(3.4)
La de´monstration de cette proposition est ci-dessous. Rappelons qu’une fonction in-
te´grable ψ : P1K → R de moyenne nulle
∫
ψ dρR = 0 ve´rifie le the´ore`me limite central
de poids σ > 0, si pour tout intervalle I de R on a
lim
n→+∞
ρR
{
1√
n
n−1∑
k=0
ψ ◦Rk ∈ I
}
=
1√
2piσ
∫
I
exp
(
− x
2
2σ2
)
dx .
La de´croissance exponentielle des corre´lations combine´e au the´ore`me de Gordin-Livera-
ni (voir [Go, Li]) donne facilement le re´sultat suivant.
Proposition 3.6. Pour toute fonction ψ : P1K → R de classe C1 telle que
∫
ψ dρR = 0,
le nombre
−
∫
ψ2 dρR + 2
∞∑
n=0
∫
(ψ ◦Rn)× ψ dρR ,
est fini, positif et il est e´gal a` 0 si et seulement si la fonction ψ est un cobord, i.e., s’il
existe une fonction mesurable χ telle que ψ = χ − χ ◦ R. De plus, lorsque ce nombre
est strictement positif, on note σ > 0 sa racine carre´e positive, et la fonction ψ ve´rifie le
the´ore`me limite central pour le poids σ.
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De´monstration. La preuve est maintenant classique, voir [CLB, DS3]. Notons R∗ l’ope´-
rateur de composition agissant sur L2(ρR). L’invariance R∗ρR = ρR implique l’e´galite´∫ |R∗ψ|2 dρR = ∫ |ψ|2 dρR donc R∗ est une isome´trie. Soit Λ l’adjoint de R∗. L’e´qua-
tion d’invariance R∗ρR = deg(R)ρR montre facilement que Λ = deg(R)−1R∗.
D’apre`s le the´ore`me de Gordin-Liverani [Go, Li], pour montrer qu’une fonction ψ ∈
L∞(ρR) satisfaisant
∫
ψdρR = 0 ve´rifie les assertions de la proposition, il suffit de
ve´rifier
∑
n≥0 ‖Λnψ‖L1(ρR) < +∞. Supposons alors que ψ est de classe C1 et appli-
quons la Proposition 3.5, en utilisant l’hypothe`se
∫
ψ dρR = 0. On obtient∫
|Λnψ| dρR = sup
‖φ‖L∞≤1
∫
Λnψ × φdρR = sup
‖φ‖L∞≤1
∫
ψ × (φ ◦Rn) dρR
≤ C × 〈ψ,ψ〉1/2 × deg(R)−n/2 .
On a donc bien la convergence de´sire´e. 
De´monstration de la Proposition 3.5. Quitte a` remplacer φ par φ−∫ φ dρR on se rame`ne
au cas ou`
∫
φdρR = 0, en utilisant ‖φ −
∫
φdρR‖L∞ ≤ 2‖φ‖L∞ . On a donc les esti-
mations :∣∣∣∣∫ (φ ◦Rn)ψ dρR − ∫ φdρR × ∫ ψ dρR∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ (φ ◦Rn)ψ d(deg(R)−nRn∗ρR)∣∣∣∣
= deg(R)−n
∣∣∣∣∫ Rn∗ ((φ ◦Rn)ψ) dρR∣∣∣∣ = deg(R)−n ∣∣∣∣∫ φRn∗ψ dρR∣∣∣∣
= deg(R)−n
∣∣∣∣∫ ψ dRn∗(φρR)∣∣∣∣ = deg(R)−n × (∆ψ, Rn∗(φρR))
≤ deg(R)−n × (∆ψ,∆ψ)1/2 × (Rn∗(φρR), Rn∗(φρR))1/2 .
Conside´rons le potentiel g : HK → R, de´fini par
g(S) = −
∫
P1K
〈S,S ′〉Scan φdρR(S ′) ,
de telle sorte que ∆g = φρR. On a alors :
|(Rn∗(φρR), Rn∗(φρR))| =
∣∣∣∣∫ g ◦Rn d(Rn∗(φρR))∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ Rn∗ (g ◦Rn)φdρR∣∣∣∣
= deg(R)n ×
∣∣∣∣∫ gφ dρR∣∣∣∣ ≤ deg(R)n × ‖g‖L∞ × ‖φ‖L∞
≤ deg(R)n ×
(∫
P1K
〈S,S ′〉ScandρR(S ′)
)
× ‖φ‖2L∞ .
Ceci termine la de´monstration de (3.4). Il reste a` montrer que la mesure ρR est me´-
langeante. La preuve ci-dessus montre que la convergence de´sire´e est ve´rifie´e lorsque φ
et ψ sont de classe C1. On remarque alors que les fonctions de classe C1 forment une
alge`bre contenant les fonctions constantes. Cette alge`bre est dense dans l’ensemble des
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fonctions continues (pour la topologie compacte) par le the´ore`me de Stone-Weierstrass.
On a donc convergence de`s que φ et ψ sont continues. Enfin ρR est une mesure re´gulie`re
dont le support est compact et me´trisable. Par conse´quent l’ensemble des fonctions conti-
nues de´finies sur le support de ρR est dense dans L1(ρR). Ce qui conclut la preuve. 
3.4. De´monstration du The´ore`me B. Pour chaque entier n ≥ 1 on pose Dn :=
deg(R)n + deg(S) et on de´finit la fonction An : P1K → [−∞, 0] par
An := −〈Rn, S〉Scan ,
de telle sorte que
expAn =
sup{Rn, S}
max{1, |Rn|} ×max{1, |S|}
sur P1K \ {Rn =∞ ou S =∞}, et exp(An) ≥ 12dP1K (R
n, S) avec e´galite´ sur P1K . De
An(z) = log |Rn(z)− S(z)| − log max{1, |Rn(z)|} − log max{1, |S(z)|},
on tire
∆An = [R
n = S]−Rn∗[Scan]− S∗[Scan] .
Comme dans la preuve de la Proposition-De´finition 3.1 on choisit un potentiel g tel que
∆g = (deg(R))−1R∗[Scan]− [Scan],
et pour chaque entier n ≥ 1 on pose
gn =
n−1∑
k=0
deg(R)−k g ◦Rk.
D’autre part on choisit un potentiel h tel que
∆h = (deg(S))−1S∗[Scan]− [Scan],
et pour chaque entier n ≥ 1 on pose
hn := D
−1
n (deg(R
n)gn + deg(S)h) .
On ve´rifie alors qu’on a
∆(hn +D
−1
n An) = D
−1
n [R
n = S]− [Scan] .
Comme dans la preuve de la Proposition-De´finition 3.1 on montre que les potentiels hn
convergent alors uniforme´ment sur P1K vers
g∞ :=
∞∑
k=0
deg(R)−k g ◦Rk .
En particulier, pour tout n ≥ 1 on a hn + D−1n An ∈ P+. Cette suite est de plus uni-
forme´ment majore´e carAn ≤ 0. La Proposition 2.18 implique donc qu’il existe une suite
strictement croissante d’entiers positifs {nk}k≥1 telle queD−1nk Ank converge ponctuelle-
ment sur HK vers une fonction continue ψ : HK → (−∞,+∞) qui est, soit la fonction
constante e´gale a` −∞, soit un potentiel tel que g∞ + ψ ∈ P+. Dans les deux cas la
fonction ψ s’e´tend de fac¸on unique a` P1K , en une fonction continue sur chaque segment,
et semi-continue supe´rieurement sur P1K .
Pour finir la de´monstration du the´ore`me il suffit donc de montrer que ψ est constante.
Commeψ est continue sur chaque segment de P1K et comme ψ ≤ 0 (carAn ≤ 0), il suffit
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de montrer ψ est localement constante sur l’ensemble ouvert {ψ < 0}. Soit U un ouvert
fondamental dont la fermeture topologique est contenue dans {ψ < 0}. On montre tout
d’abord que S(U) est contenu dans l’ensemble de quasi-pe´riodicite´ ER de R. Lorsque
pour chaque ε > 0 on applique le lemme de Hartogs (Proposition 2.18) a` ϕ ≡ −ε
et C := U , on obtient que l’application Rnk converge uniforme´ment vers S sur U . Ceci
implique que pour tout k suffisament grand on a Rnk(U) = S(U), et par conse´quent
que Rnk+1−nk converge vers l’identite´ sur S(U). On a donc S(U) ⊂ ER, et en particu-
lier ER 6= ∅.
Le Lemme 2.14 implique alors que la caracte´ristique re´siduelle de K est positive,
e´gale a` un nombre premier p. Soit Y la composante connexe de ER contenant S(U).
Apre`s changement de coordonne´e on suppose que ∞ 6∈ Y . Soit n ≥ 1 l’entier et T :
Zp × Y → Y l’action donne´s par le The´ore`me 2.15. Quitte a` prendre une sous-suite
on peut supposer que Rn1(U) = S(U) ⊂ Y , que pour chaque k ≥ 1 l’entier n divise
nk − n1, et que ak := n−1(nk − n1) converge dans Zp vers un certain w0 ∈ Zp lorsque
k → +∞. Comme Rnk converge uniforme´ment vers S sur U , on conclut qu’on a S =
Tw0 ◦Rn1 sur U . Le The´ore`me 2.15 implique alors qu’on a
Rakn+n1 − S
ak − w0 =
(
T ak−w0 − T 0
ak − w0
)
◦ S → T∗ ◦ S,
localement uniforme´ment sur U lorsque n→ +∞. On a donc
ψ = lim
k→+∞
D−1nk Ank = limk→+∞
D−1nk (log |ak − w0|+ log |T∗ ◦ S|) =
lim
k→+∞
D−1nk log |ak − w0|
ponctuellement sur U ∩HK . Ceci montre que ψ est localement constante sur {ψ < 0},
et termine la de´monstration.
4. ENTROPIE
4.1. Entropie topologique dans les espaces compacts. L’espace P1K est compact mais
non me´trisable en ge´ne´ral. Les de´finitions et proprie´te´s de l’entropie souvent de´crites
dans le cadre restreint des espaces me´triques (voir [W]) restent cependant valables dans
notre cadre. Nous renvoyons a` [Mis] pour plus de de´tails sur les preuves. Nous rappelons
ici brie`vement quelques de´finitions.
Soit X un espace compact et f : X → X une application continue. ´Etant donne´
un recouvrement ouvert fini U de X, on note N(U) le nombre minimal d’ouverts de la
famille ne´cessaire pour recouvrir X. Si V est un autre recouvrement ouvert fini de X,
on note
U ∨V := {U ∩ V, U ∈ U, V ∈ V}.
C’est aussi un recouvrement ouvert fini deX. L’entropie topologique de f note´e htop (f)
est alors de´finie comme suit :
htop (f) := sup
U
lim
n→∞
1
n
logN
(
n−1∨
i=0
f−iU
)
.
Le supremum est ici pris sur tous les recouvrements ouverts finis de X.
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Si ρ est une mesure de probabilite´ f -invariante f∗ρ = ρ, on peut aussi de´finir l’en-
tropie me´trique de f par rapport a` ρ. L’entropie d’une partition A finie de X par des
ensembles mesurables est donne´e par H(A) = −∑A∈Aρ(A) log ρ(A). L’entropie de f
note´e hρ(f) est alors :
hρ(f) := sup
A
lim
n→∞
1
n
H(An)
ou` An = A ∨ f−1A ∨ · · · ∨ f−nA et le supremum est pris sur toutes les partitions de X
finies par des ensembles mesurables.
On rappelle maintenant le principe variationnel.
Proposition 4.1 (Principe Variationnel). Soit X un espace topologique compact et soit
f : X → X une application continue. Alors on a htop (f) = supρ hρ(f), ou` le supre-
mum est pris sur l’ensemble de toutes les mesures de probabilite´ invariantes par f .
Rappelons de plus, que l’ensemble des mesures de probabilite´ invariantes est un
convexe compact pour la convergence vague dont les points extre´maux sont exactement
les mesures ergodiques. On montre alors que toute mesure invariante ρ est « moyenne »
de mesures ergodiques (c’est la de´composition de Choquet). En particulier, htop (f) est
aussi e´gal au supre´mum hρ(f) pris sur l’ensemble des mesure ergodiques. Nous ren-
voyons a` [W] pour plus de pre´cisions.
4.2. De´monstration du The´ore`me C. La de´monstration du The´ore`me C s’appuie sur
deux lemmes. On commence avec la proprie´te´ ge´ne´rale suivante.
Lemme 4.2. Soit X un espace topologique se´pare´ et connexe, et soit U un recouvrement
fini de X par des ensembles ouverts et connexes, tel que l’ensemble
∂U :=
⋃
U∈U
∂U
soit fini et non vide. Alors on a N(U) ≤ #∂U.
De´monstration. Pour chaque x ∈ ∂U on choisit un e´le´ment Ux de U contenant x. Il suffit
de montrer que pour chaque x′ ∈ X il existe x ∈ X tel que Ux contient x′. Lorsque
x′ ∈ ∂U il n’y a rien a montrer. On se rame`ne alors au cas ou` x′ 6∈ ∂U. Notons Y la
composante connexe de X \ ∂U contenant x′. Comme l’ensemble ∂U est fini et donc
ferme´, on a ∂Y ⊂ ∂U. Du fait que X est connexe et ∂U est non vide, on conclut que
l’ensemble ∂Y est non vide. Soit x ∈ ∂Y et notons que Ux rencontre Y . Comme Y est
connexe et comme ∂Ux est disjoint de Y , on a x′ ∈ Y ⊂ Ux. 
Lemme 4.3. Soit R une fraction rationnelle de degre´ au moins deux a` coefficients
dans K , et soit X une partie compacte et connexe de P1K invariante par R. Alors on a
htop (R|X) ≤ log sup{#(R|X)−1(S) | S ∈ X}.
De´monstration. On pose,
D := sup{#(R|X)−1(S) | S ∈ X}.
Au vu du Lemme 4.2 il suffit de montrer que pour tout recouvrement fini U de X on a
lim sup
n→+∞
1
n
log #∂
n−1∨
j=0
(R|X)−jU
 ≤ logD.
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Soit U un tel recouvrement. Comme les ouverts fondamentaux forment un base de la
topologie de P1K , on se rame`ne au cas ou` chaque e´le´ment de U est l’intersection d’un
ouvert fondamentaux de P1K avec X. Alors l’ensemble ∂U est fini. S’il est vide, alors on
a X ∈ U et alors l’assertion est imme´diate dans ce cas. On se rame`ne alors au cas ou`
l’ensemble ∂U n’est pas vide. L’inclusion
∂
n−1∨
j=0
(R|X)−jU
 ⊂ n−1⋃
j=0
(R|X)−j∂U,
implique qu’on a
∂
n−1∨
j=0
(R|X)−jU
 ≤ #∂U× (1 +D + · · · +Dn−1) ≤ #∂U× nDn−1,
d’ou` l’on de´duit l’ine´galite´ de´sire´e. 
De´monstration du The´ore`me C. L’ine´galite´ hρR(R) ≤ htop (R) est conse´quence du prin-
cipe variationnel (ou Proposition 4.1). L’ine´galite´ htop (R) ≤ log degtop(R) est donne´e
par le Lemme 4.3 avec X = P1K .
Il reste a` montrer l’e´galite´ htop (R) = htop (R|JR). Au vu du principe variationnel,
il suffit de montrer que pour toute mesure de probabilite´ ρ invariante par R et ne char-
geant pas JR, on a hρ(R) = 0. On se rame`me au cas ou` ρ est ergodique. Le the´ore`me
de re´currence de Poincare´ montre le support topologique de ρ est disjoint de l’ouvert
des points errants. En particulier, ρ ne charge pas les composantes de Fatou errantes,
ou strictement pre´pe´riodiques. Comme ρ est de plus ergodique, on peut trouver une
composante connexe U de FR pe´riodique et un entier N ≥ 1 tel que RN (U) = U et
ρ
(⋃N−1
k=0 R
k(U)
)
= 1.
Si U est le bassin d’attraction imme´diat d’un point pe´riodique attractif, alors ρ charge
ce point et est donc a` support fini par ergodicite´. Son entropie est donc nulle. Sinon, la
Proposition 2.16 implique que RN est injective sur U , et alors RN est injective sur X :=
U . Comme X est un sous-ensemble compact et connexe de P1K invariant par RN , le
Lemme 4.3 applique´ a` Rn au lieu de R, implique que htop (Rn|X) = 0. Le principe
variationnel nous donne alors hρ(R) = 1N hρ|U (R
N ) = 0. 
4.3. Preuve des The´ore`mes D et E. La preuve du The´ore`me D s’appuie sur le lemme
suivant. Rappelons que pour une mesure de probabilite´ ρ sur P1K le Jacobien Jacρ :
P
1
K → [0,+∞] de R pour ρ est la fonction mesurable caracte´rise´e, en dehors d’un
ensemble de mesure zero, par la proprie´te´ suivante. Pour tout ensemble bore´lien E sur
lequel R est injective, on a ρ(R(E)) = ∫E Jacρ dρ. Une telle fonction existe toujours
dans notre cas. Nous renvoyons a` [PU, §1.9] ou [P] pour plus de de´tails.
Lemme 4.4.
1. Soit E un sous ensemble bore´lien de P1K et soit 1E la fonction caracte´ristique
de E. Alors on a,∫
R∗1E dρR = deg(R)
∫
1E dρR . (4.1)
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2. On a
JacρR(S) = deg(R)/degR(S).
De´monstration du Lemme 4.4.
1. Nous remercions le rapporteur de nous avoir fourni la preuve suivante. Notons d’abord
que l’e´quation R∗ρR = deg(R) ρR se traduit par l’e´galite´∫
R∗φdρR = deg(R)
∫
φdρR (4.2)
pour toute fonction continue φ. Par convergence domine´e, on a (4.1) pour tout bore´lien E
tel qu’il existe une suite de fonctions continues ϕn : P1K → [0, 1] telle que ϕn → 1E
ponctuellement. Soit F la collection de tous ces ensembles bore´liens. Il est clair que
F est stable par intersection finie (prendre le produit des approximants continus), et
par comple´mentaire (prendre 1 − ϕn). Il est aussi stable par intersection de´nombrable
par convergence monotone. On conclut en remarquant que F contient toutes les boules
ferme´es de P1K .
2. Soit E ⊂ P1K un ensemble bore´lien tel queR : E → R(E) soit bijective. Pour chaque
k = 1, . . . ,deg(R), notons Ek = {S ∈ E, degR(S) = k}. De (4.1), on tire
deg(R)× ρR(Ek) =
∫
R∗1Ek dρR = k × ρR(R(Ek)) ,
d’ou`,
ρR(R(E)) =
deg(R)∑
k=1
ρR(R(Ek)) =
∫
E
deg(R)
degR(S)
dρR(S) .

De´monstration du The´ore`me D. La preuve de l’estimation (1.5) est une conse´quence de
la formule de Rokhlin [PU, §1.9] ou [P, §10] qui s’e´nonce sous la forme suivante :
hρR(R) ≥
∫
log | JacρR(S)| dρR(S) . (4.3)
Cette formule s’applique dans notre contexte car R est a` fibres finies. Il est alors clair
que l’e´quation (1.5) de´coule de (4.3), de la partie 2 du Lemme 4.4, et de la de´finition du
degre´ moyen.
Supposons maintenant que ρR ne charge pas HK . Comme le degre´ local de R est
constant sur P1K e´gal a` deg(R)/degtop(R), hors d’un ensemble fini, la Proposition 3.3
implique deg = deg(R)/degtop(R). Les e´galite´s de´sire´es de´coulent alors de l’estima-
tion hρR(R) ≥ log deg(R)deg (R) . 
De´monstration du The´ore`me E. On montre tout d’abord l’e´quivalence de (1), (2), (3),
et (4). L’implication (1)⇒(2) est une conse´quence imme´diate du principe variationnel
(Proposition 4.1). Pour montrer l’implication (2)⇒(3) supposons que φ ◦ R ◦ φ−1 n’ait
bonne re´duction pour aucune application de Mo¨bius φ. Quitte a` remplacer R par un ite´re´
assez grand on se rame`ne au cas ou` pour tout S ∈ JR on a degR(S) ≤ deg(R)− 1, voir
Lemme 2.12. Comme ρR est une mesure supporte´e dans l’ensemble de Julia, on a
log deg (R) =
∫
log degR(S) dρR(S) ≤ log(deg(R)− 1) < log deg(R) ,
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et le The´ore`me D implique alors hρR(R) > 0. Pour montrer l’implication (3)⇒(4),
notons d’abord que si R a bonne re´duction, alors le point Scan ∈ HK associe´ a` la boule
unite´ est totalement invariant. On a donc R∗[Scan] = deg(R)[Scan], et par de´finition
de la mesure d’e´quilibre, on a ρR := limn→+∞ deg(R)−nRn∗[Scan] = [Scan]. Notons
finalement que l’implication (4)⇒(1) est imme´diate.
Comme l’implication (4)⇒(5) est imme´diate, pour comple´ter la preuve du the´ore`me il
suffit de montrer l’implication (5)⇒(3). Supposons qu’il existe S ∈ P1K tel que ρR{S} >
0. La Proposition 3.3 implique S ∈ HK . On tire de l’e´quation d’invariance (3.2) que pour
tout point S ′ dans la grande orbite
G :=
⋃
n≥0,m≥0
R−m(Rn{S})
de S , on a ρR{S ′} > 0. La masse de ρR e´tant finie, quitte a` remplacer S par un autre
e´le´ment de G, on peut supposer ρR{S} ≥ ρR{S ′} pour tout point S ′ ∈ G.
On a alors
ρR{S} = degR(S)
deg(R)
ρR{R(S)} ≤ ρR{R(S)} ≤ ρR{S} ,
d’ou` ρR(S) = ρR(R(S)), degR(S) = deg(R), et R−1(R(S)) = {S}. Par le meˆme
argument ρR(Rn(S)) = ρR(S) pour tout n ≥ 0. La masse de ρR e´tant finie, on en de´duit
que la grande orbite G est finie. La Proposition 2.11 montre alors que R est conjugue´e a`
une fraction rationnelle ayant bonne re´duction. 
5. EXEMPLES
Nous donnons dans cette section quelques exemples significatifs afin d’e´clairer les
diffe´rences entre les contextes complexe et non archime´dien.
5.1. Exemples de Latte`s. Les exemples que nous allons de´crire s’inspirent directe-
ment de leurs analogues complexes (voir [Mi2] pour une discussion de´taille´e dans ce
cadre). Afin de simplifier la discussion nous supposerons que la caracte´ristique de K est
diffe´rente de 2 bien que ce ne soit pas strictement ne´cessaire. Rappelons de plus que K
est toujours suppose´ alge´briquement clos et complet.
Soit q ∈ K satisfaisant 0 < |q| < 1. Le quotient K∗/qZ du groupe multiplicatif K∗
est une courbe elliptique Eq dont le j-invariant ve´rifie |j(Eq)| > 1. Re´ciproquement,
toute courbe elliptique dont le j-invariant est de module strictement plus grand que 1
peut eˆtre obtenue ainsi, voir [Sil1, II, §6, Theorem 6.1] ou [Roq, §6]. Pour chaque entier
m ∈ Z, l’endomorphisme z 7→ zm sur K∗ passe au quotient et induit l’endomorphisme
[m] de multiplication par m sur Eq.
Le quotient de Eq par l’involution [−1] est isomorphe a` P1K . Par exemple si Eq est
donne´ par une e´quation de Weierstrass dans le plan y2 = x3 + a4x + a6, alors [−1]
est le morphisme (x, y) → (x,−y) et l’isomorphisme Eq/[−1] → P1K est induit par la
projection (x, y) 7→ x. Comme [m] commute avec [−1], l’endomorphisme [m] de´finit
une fraction rationnelle Lm,q sur P1K de type Latte`s, voir Remarque 5.2.
Pour tout t re´el, notons S(t) le point de HK associe´ a` la boule de centre 0 et de rayon
exp(t).
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Proposition 5.1. La fraction rationnelle Lm,q est de degre´ m2 et son ensemble de Julia
Jm,q est un segment ferme´ inclus dans HK et non re´duit a` un point. De plus, si pour tout
i = 0, . . . , 2m− 1 et t ∈ [− i2m log |q|,− i+12m log |q|] on pose
L(t) =
{
mt+ i2 log |q| si i est pair
−mt− i+12 log |q| si i est impair
dans des coordonne´es convenables, on a
Jm,q = {S(t), t ∈ [0,−2−1 log |q|]}
et Lm,q ◦ S = S ◦ L sur [0,−2−1 log |q|]. En particulier, htop (Lm,q) = logm.
Remarque 5.2. Une fraction rationnelle R ∈ K(z) est dite de Latte`s s’il existe une
courbe elliptique E, un endomorphisme g : E → E et un morphisme fini pi : E → P1K
tel que R ◦ pi = pi ◦ g. Lorsque |j(E)| ≤ 1, alors R est conjugue´e a` une fraction
rationnelle ayant bonne re´duction. Sur une courbe pour laquelle End(E) 6≃ Z, on peut
aussi prendre pour g un endomorphisme de degre´ plus grand ou e´gal a` 2 qui n’est pas la
multiplication par un entier. Dans ce cas l’invariant j(E) est un entier alge´brique [Roq,
§6] et par conse´quent les exemples obtenus ont bonne re´duction.
Remarque 5.3. Dans le cas complexe, une application de Latte`s est caracte´rise´e par le
fait que sa mesure d’e´quilibre est absolument continue par rapport a` la mesure de Le-
besgue, voir [Z, May] et aussi [BD] pour une ge´ne´ralisation aux dimensions supe´rieures.
Ce type de re´sultat n’est pas transposable tel quel dans le cadre non archime´dien. En
effet une petite perturbation de Lm,q ne change pas l’action sur un compact fixe´ de
(HK ,dHK ), et par suite toute fraction de degre´ m2 suffisament proche de Lm,q posse`de
le meˆme ensemble de Julia et la meˆme action sur cet ensemble.
Remarque 5.4. La loi d’addition sur une courbe elliptique est explicite. On peut ainsi
obtenir facilement une formule pour les fractions Lm,q avec m petit. On trouve par
exemple L2,q(T ) = (T
2−λ)2
4T (T−1)(T−λ) , pour un λ ∈ C \ {0, 1} de´pendant de q. Nous ren-
voyons par exemple a` [Mi1, §5].
De´monstration de la Proposition 5.1. Notons A∗ = P1K \ {0,∞}. C’est aussi l’espace
analytique de Berkovich associe´ au groupe multiplicatif K∗. Notons L ⊂ A∗ le segment
ouvert joignant 0 a`∞ dans P1K . SoitG le sous-groupe d’automorphismes de A∗ engendre´
par les morphismes z 7→ qz et z 7→ z−1. Le quotient A∗/G est isomorphe a` P1K . Par
ailleurs,G pre´serve L, et le quotient topologique deL parG est un segment J ⊂ HK . On
remarque maintenant que L est totalement invariant par le morphisme z 7→ zm, donc J
est aussi totalement invariant par Lm,q. Il est facile de voir que J ne contient pas de sous-
ensemble compact strict totalement invariant, donc J est l’ensemble de Julia de Lm,q par
la Proposition 2.9. La formule explicite de l’action de Lm,q sur son ensemble de Julia
re´sulte de l’action de z 7→ zm sur L par passage au quotient. 
5.2. La mesure d’e´quilibre n’est pas d’entropie maximale. Dans cette section on
donne quelques exemples robustes de fractions rationnelles dont la mesure d’e´quilibre
n’est pas d’entropie maximale.
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´Etant donne´ un segment I de HK et une partie D de I , on dira qu’une applica-
tion continue T : D → I est affine par morceaux s’il existe k ≥ 1 et des seg-
ments ferme´s I1, . . . , Ik de HK , dont la re´union est e´gale a` D, et tels que pour chaque
j = 1, . . . , k l’application T : Ij → I soit affine par rapport a` la distance dHK . Si de
plus D ⊂ I , k ≥ 2, et pour chaque j = 1, . . . , k l’application T : Ij → I est bijec-
tive, alors on dira que T est Bernoulli (voir Figure 5.2 pour un exemple). Dans ce cas
l’entier k et les segments I1, . . . , Ik sont uniquement de´termine´s par T . On appelle k le
degre´ topologique de T .
Soit T : D → I une application affine par morceaux et Bernoulli, k un entier
et I1, . . . , Ik comme ci-dessus. L’ensemble invariant maximal de T , que l’on noter
JT :=
⋂
n≥0
T−n(I),
est alors l’unique partie compacte de I comple`tement invariante par T . Notons de plus
que l’entropie topologique de T |JT est e´gale a` log k, et que les segments I1, . . . , Ik
forment une partition ge´ne´ratrice finie6 pour T . Par conse´quent la formule de Rokhlin
s’applique, et donne que pour toute mesure ρ invariante par T , on a
hρ(T |JT ) =
∫
Jacρ dρ .
Nous renvoyons a` nouveau a` [PU, §1.9] ou [P, §10] pour plus de pre´cisions.
Lemme 5.5. Soit R une fraction rationnelle a` coefficients dans K . Supposons qu’il
existe un segment I de HK et une partie D de I telle que R : D → I soit une ap-
plication affine par morceaux et Bernoulli. Supposons de plus que, si l’on note par k
le degre´ topologique de cette application, alors les pentes correspondantes d1, . . . , dk
satisfont ∑kj=1 dj = deg(R). Alors l’ensemble de Julia de R est e´gal a` l’ensemble
invariant maximal de R : D → I , l’entropie topologique de R est e´gale a` log k, et on a
hρR(R) =
k∑
j=1
dj
deg(R)
log
(
dj
deg(R)
)
≤ htop (R) ,
avec e´galite´ si et seulement si d1 = · · · = dk.
La de´monstration de ce lemme est ci-dessous. ´Etant donne´ un entier d ≥ 5 et a ∈ K
satisfaisant |a| ∈ (0, 1), soit R0(z) = zd−21+(az)d . Montrons l’ine´galite´ (1.3). Soit S(t) le
point dans HK associe´ a` la boule {z ∈ P1K , log |z| ≤ t}. On ve´rifie alors que pour
chaque t ∈ R on a
R0(S(t)) =
{
S((d− 2)t) si t ≤ − log |a| ;
S(−d log |a| − 2t) si t ≥ − log |a| .
Si l’on pose I := {S(t), t ∈ [0,−d2 log |a|]}, et,
I1 := {S(t), t ∈ [0,− d2(d−2) log |a|]} , I2 := {S(t), t ∈ [−d4 log |a|,−d2 log |a|]} ,
6i.e. Pour chaque suite {σ(j)}j≥1 d’e´le´ments de {1, . . . , k} l’ensemble
T
j≥0 T
−jIσ(j) est re´duit a` un
point
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alors les applications R0 : I1 → I et R0 : I2 → I sont bijectives et affines de pente d−2
et 2, respectivement. L’application R0 : I1 ∪ I2 → I est donc affine par morceaux et
Bernoulli, et le lemme implique alors (1.3). Notons de plus que, comme l’ensemble I1∪
I2 est borne´ dans HK par rapport a` la me´trique dHK , il existe un voisinage Ud deR0 dans
l’espace des fractions rationnelles de degre´ d, tel que toute R ∈ Ud coı¨ncide avec R0
sur I1 ∪ I2. Le lemme s’applique alors a` chaque e´le´ment R de Ud, et on obtient (1.3)
lorsqu’on remplace R0 par R.
Plus ge´ne´ralement, soient k ≥ 2 et d1, . . . , dk > 1 des entiers, et soient a2, . . . , ak ∈
K∗ tels que |ak| > · · · > |a2| > 0. On pose δ1 = d1, tk+1 = +∞ ∈ R, et pour
chaque j ∈ {2, . . . , k}, δj = dj + dj−1 et tj = − ln |aj |. Finalement, on de´signe
par T : R → R l’unique application continue e´gale a` t 7→ d1t sur (−∞, t2), et pour
chaque j ∈ {2, . . . , k}, affine de pente (−1)jdj sur [tj , tj+1]. Alors on ve´rifie que la
fraction rationnelle
R(z) := zd1
k∏
j=2
(
1 + (ajz)
δj
)(−1)j
, (5.1)
est de degre´
∑k
j=1 dj , et que pour tout t ∈ R on a R(S(t)) = S(T (t)). Il est alors
facile de voir que lorsque
∑k
j=1 d
−1
j ≤ 1, on peut choisir a2, . . . , ak de telle sorte qu’il
existe un intervalle compact J de R, pour lequel l’application R : {S(t), T (t) ∈ J} →
{S(t), t ∈ J} soit Bernoulli de degre´ k, avec pentes d1, . . . , dk. Le lemme implique
alors que l’ensemble de Julia deR est e´gal a` l’image par l’application S : R→ (0,∞) ⊂
HK de l’ensemble invariant maximal de T dans J . Notons en particulier que l’ensemble
de Julia de R est contenu dans un segment compact de HK , et qu’il est un segment
(resp. un ensemble de Cantor) lorsque ∑kj=1 d−1j = 1 (resp. ∑kj=1 d−1j < 1). Notons
d’autre part, que lorsque les entiers d1, . . . , dk ne sont pas tous e´gaux, le degre´ de la
fraction rationnelle (5.1) est au moins 5. Si de plus l’ensemble de Julia de cette fraction
rationnelle est un intervalle, c’est-a`-dire lorsque
∑k
j=1 d
−1
j = 1, alors le degre´ est au
moins e´gal a` 10.
Concre`tement, notons que la fraction rationnelle R0 de´finie ci-dessus, est de de-
gre´ d ≥ 5, et qu’elle est donne´e par (5.1) lorsque k = 2, d1 = d − 2, d2 = 2 et
a2 = a. D’autre part, si k = 3, d1 = 2, d2 = 4, d3 = 4 et a2, a3 ∈ K ve´rifient
0 < |a2| = |a3|2/3 < 1, alors la fraction rationnelle
R1(z) = z
2 1 + (a3z)
8
1 + (a2z)6
, (5.2)
est de degre´ 10, et si l’on note I := {S(t), t ∈ [0,−2 log |a2|]}, alors l’applica-
tion R : I → I est affine par morceaux, Bernoulli, et le lemme implique que JR1 = I
et hρR1 (R1) < htop (R1) (voir Figure 5.2).
Question 3. Les exemples pre´ce´dents motivent les questions suivantes. Existe-t-il un
polynoˆme (resp. une fraction rationnelle de degre´ au plus 4, ou une fraction rationnelle
de degre´ au plus 9 et d’ensemble de Julia connexe) dont la mesure d’e´quilibre ne soit pas
d’entropie maximale ?
De´monstration du Lemme 5.5. On peut supposer que k ≥ 2. Sinon J est re´duit a` un
point et R a bonne re´duction dans une coordonne´e ade´quate. Soient I1, . . . , Ik les seg-
ments dans I tels que pour chaque j = 1, . . . , k l’application R : Ij → I soit bijective
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FIG. 2. Action de R1 avec |a2| = |a3|2/3 = e−2
et affine de pente dj . Alors le degre´ local de R en tout point dans l’inte´rieur de Ij est
au moins dj . Comme par hypothe`se on a
∑k
j=1 dj = deg(R), on en de´duit que pour
chaque j = 1, . . . , k le degre´ local de R en chaque point de l’inte´rieur de Ij est e´gal
a` dj , et que la pre´image par R de l’inte´rieur de I est contenue dans I . Comme R est
continue, on a R−1(I) ⊂ I . La Proposition 2.9 implique alors que l’ensemble de Julia
de R est contenu dans l’ensemble invariant maximal JR|D de R : D → I . Comme ce
dernier ensemble est le plus petit sous-ensemble compact de I comple`tement invariant
par R|D, on a JR = JR|D . Par le The´ore`me C on a donc
htop (R) = htop (R|JR) = htop (R|JR|D ) = log k .
Comme le degre´ local de R est constant e´gal a` dj sur l’inte´rieur de Ij , la partie 2 du
Lemme 4.4 implique que le Jacobien JacρR de la mesure ρR est e´gal a` deg(R)/dj sur
un sous-ensemble de mesure pleine de Ij . On a alors ρR(Ij) = dj/deg(R), et par la
formule de Rokhlin,
hρR(R) =
∫
JacρR dρR =
k∑
j=1
dj
deg(R)
log
(
dj
deg(R)
)
.
L’ine´galite´ et la dernie`re assertion du lemme sont alors des conse´quences de la convexite´
stricte de la fonction x 7→ −x log x. 
5.3. Deux exemples de polynoˆmes en caracte´ristique mixte. Nous donnons enfin
deux exemples de polynoˆmes sur Cp le comple´te´ de la cloˆture alge´brique du corps Qp
muni de la norme p-adique. La particularite´ de ce corps est le fait que sa caracte´ristique
est nulle, tandis que sa caracte´ristique re´siduelle est e´gale a` p > 1. Rappelons que HoK
de´signe l’ensemble des points non singuliers de HK , c’est-a`-dire l’union des points ra-
tionnels et irrationnels.
Le premier exemple est extrait de [R2, Exemple 6.3].
Proposition 5.6. Soit P (z) = p−1(zp − zp2). Alors l’ensemble de Julia de P est inclus
dans le sous-ensemble {diam = p−1/(p−1)} ⊂ HK . De plus, il existe une application
continue pi : JP → {1, · · · , p}N conjuguant P |JP au de´calage. La mesure d’e´quilibre
est l’unique mesure d’entropie maximale, d’entropie e´gale a` log p. Les points de HoK∩JP
sont tous pre´pe´riodiques, et les points pe´riodiques sont tous re´pulsifs. En particulier,
presque tout point pour la mesure d’e´quilibre appartient a` HK \HoK .
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Une le´ge`re modification du polynome pre´ce´dent permet d’obtenir le re´sultat suivant.
Proposition 5.7. Soit Q(z) = p−1(zp − zp2) + pzp2+1. Alors la restriction Q|JQ n’est
pas localement injective (pour la topologie induite par la me´trique d
P1K
) sur un ensemble
non de´nombrable.
De´monstration de la Proposition 5.6. On montre que |P (z +w)− P (w)| = p|z|p pour
tout p−1/(p−1) < |z| < 1 et tout |w| ≤ 1. En particulier la pre´image de toute boule
ferme´e B ⊂ {|z| ≤ 1} et de diame`tre au moins p−1/(p−1) est une re´union de p boules
ferme´es disjointes Bi avec diam(Bi) = (p−1diam(B))1/p > p−1/(p−1), et P : Bi → B
est de degre´ p.
En particulier, posons P−1{|z| ≤ 1} = B′1 ∪ · · · ∪ B′p, et notons B′i1,··· ,ik la com-
posante de P−n{|z| ≤ 1} telle que P j(B′i1,··· ,ik) ⊂ B′ij pour tout j. Cette composante
est une boule ferme´e de rayon p−(1−p−k)/(p−1) > p−1/(p−1), et pour toute suite infi-
nie α = {ik} ∈ {1, · · · , p}N, la suite B′i1,··· ,ik est de´croissante avec k. Les normesSi1,··· ,ik ∈ HK associe´es sont donc de´croissantes, et convergent vers un point Sα de
HK ∩ JP tel que diam(Sα) = p−1/(p−1).
Tout point hors de {|z| > 1} est attire´ par l’infini, donc on a l’inclusion JP ⊂ KP :=⋂
n≥0 P
−n{|z| ≤ 1}. Il ve´rifie de plus que JP est e´gal au bord de KP . L’application
pi : JP → {1, · · · , p}N de´finie en envoyant S sur la suite (ik) telle que Pn(S) ∈ B′in
pour tout n ≥ 0 est alors continue et son inverse est donne´e par α → Sα. On conclut
donc que P est conjugue´ au de´calage par pi.
Calculons maintenant l’image de la mesure d’e´quilibre par pi∗. On ve´rifie par re´-
currence que p−2nPn∗[Scan] =
∑
(i1,··· ,in)
p−n[Si1,··· ,in ] pour tout entier n. Comme
p−2nPn∗[Scan] → ρP , on voit donc que pi∗ρP s’identifie a` la mesure e´quilibre´e sur
l’espace des suites de symboles {1, · · · , p}N.
Enfin on montre que Sα ∈ HoK si et seulement si α est pre´pe´riodique pour le de´calage.
Cette assertion est de´montre´e pre´cise´ment dans [R2, Exemple 6.3]. Le fait que les points
pe´riodiques sont re´pulsifs re´sulte de A ⊂ {degP = p}. 
De´monstration de la Proposition 5.7. Notons queQ = P+pzp2 . On ve´rifie tout d’abord
que P = Q sur l’ensemble A := {|S| ≤ 1} ∩ {diam = p−1/(p−1)}. On a vu sur
l’exemple pre´ce´dent que JP ⊂ A, et que les points re´pulsifs e´taient denses dans JP . On
en de´duit que donc JP ⊂ JQ. Dans la suite, on notera HQp = H|K
∗|
K pour K = Cp.
Lemme 5.8. Pour tout S0 ∈ JP , et tout ε > 0, il existe un S ∈ JQ ∩ HQp tel que
dHK (S,S0) ≤ ε et diam(S) < p−1/(p−1).
Prenons S0 dans JQ et S ′0 une pre´image de S0 par Q contenue dans {|S| = 1}.
Nous allons montrer que pour tout ε > 0, la restriction de Q a` la boule de centre S ′0 et
de diame`tre ε (pour la me´trique dHK ) n’est pas injective. Pour cela, on utilise le lemme
pre´ce´dent et on prend S1 ∈ JP ∩HQp tel que dHK (S1,S0) ≤ ε, et diam(S1) < p−1/(p−1).
Un tel point admet une pre´image S ′1 dont la distance a` S ′0 est ≤ p × ε. Il est facile de
voir que Q envoie toute boule centre´e en un point |z| = 1 et de diame`tre p−1/(p−1) sur
une boule de diame`tre p−1/(p−1). On en de´duit l’existence d’un point S ′2 ∈]S ′0,S ′1] de
diame`tre e´gal a` p−1/(p−1). Notons que degP (S) = 1 de`s que diam(S) < p−1/(p−1).
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FIG. 3. Positions des points Si et S′i
Comme Q = P dans un voisinage (pour la me´trique dHK ) de A, la boule ouverte B1
associe´e a` S2 et contenant S1 admet p pre´images B′i dont les adhe´rences contiennent
S ′2 (voir Figure 5.3). La restriction de P a` chacune des B′i est injective et on en de´duit
donc que S1 admet une pre´image par Q dans chaque B′i. Chacune de ces pre´images est
a` dHK -distance au plus ε de S ′2 donc au plus (p + 1)ε de S ′∗. Nous avons donc montre´
que Q n’est injective sur aucune boule pour dHK centre´e en S ′0.
On en de´duit que Q ne peut eˆtre localement injective en toute pre´image de JP par Q
contenue dans {|S| = 1}. L’ensemble JP e´tant de type de Cantor, on en de´duit la non
locale injectivite´ de Q sur un ensemble non de´nombrable. 
De´monstration du Lemme 5.8. On traite tout d’abord le cas du point de HQp associe´ a` la
boule centre´e en 0 et de diame`tre p−1/(p−1).
On remarque tout d’abord l’existence d’un point fixe z0 de module p2. Pour voir cela,
on applique [Rob, Theorem 1, p.307] en notant que pour |z| = p2, on a |p−1zp2 | =
|pzp2+1| > max{|p−1zp|, |z|}. Un calcul montre que |Q′(z)| = |pzp2 | > 1 pour |z| =
p2, donc z0 est re´pulsif. En particulier il appartient a` JQ. On remarque maintenant que
Q2{|z| < 1} = Q{|z| < p} = {|z| < pp2+1}. On peut donc trouver une pre´image de z0
par Q2 dans {|z| < 1} : on la note z1.
Soit B′ une boule ferme´e contenant z0 de rayon ε arbitrairement petit. Pour N assez
grand, QN (B′) contient JQ car z0 ∈ JQ, donc il existe une boule ferme´e B de rayon
≤ ε dont l’image parQN est la boule de rayon p−1/(p−1). Le point de HQp associe´ a`B est
donc dans JQ, et la pre´image de B par Q2 est une boule ferme´e B0 de rayon comparable
a` ε dont le point de HQp associe´ est aussi dans JQ. Quitte a` prendre ε assez petit, on peut
donc s’arranger pour queB0 soit de diame`tre< p−1/(p−1) et incluse dans {|z| < 1}. Soit
Bn = B(zn, rn) une suite de boules de telle sorte que Q(Bn+1) = Bn et Bn ⊂ {|z| <
1}. Par re´currence, on montre que diam(Bn+1) = (diam(Bn)/p)1/p < p−1/(p−1) donc
diam(Bn)→ p−1/(p−1). De plus pour tout point |z| < 1, on a |Q(z)| = p|z|p, donc les
centres de Bn ve´rifient aussi |zn| → p−1/(p−1). Si Sn est le point de HQp associe´ a` Bn,
ces estimations impliquent dHK (Sn,S∗) → 0, ce qui nous permet de conclure dans le
cas S0 = S∗.
Soit maintenant S0 un point arbitraire de JP , et ε > 0. L’ensemble Uε = JP ∩
{dHp(S0, ·) < ε} de´finit un voisinage ouvert de S0 dans JP . On a vu que P restreint
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FIG. 4. Preuve du Lemme 5.8
a` cet ensemble e´tait conjugue´ au de´calage, donc il existe un entier N ≫ 1 tel que
PN (Uε) ⊃ JP . Comme P = Q sur JP et que Q est ouverte pour dHp , on conclut que
QN{dHp(·,S0) < ε} contient un voisinage de S∗ (toujours pour la me´trique dHp). On
peut donc trouver un point S ′ ∈ JQ dans ce voisinage de diame`tre < p−1/(p−1). Sa
pre´image S dans {dHp(·,S0) ≤ ε} est de diame`tre < p−1/(p−1) et appartient a` l’en-
semble de Julia de Q car cet ensemble est totalement invariant. On a donc trouve´ un
point S ∈ JQ tel que dHp(S,S0) ≤ ε et diam(S) < p−1/(p−1). 
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